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1. (Täydennys luennolla esitetyn lauseen todistukseen.) Olkoon ϕ = θ∧χ logiikan
FO(=(),⊆, |,⊥) kaava, jolla Free(ϕ) ⊆ V = {x1, . . . , xn} ja olkoot ψθ,V (R) ja
ψχ,V (R) logiikan Σ1

1 lauseita, joilla pätee ekvivalenssit

M �X θ ⇐⇒ (M,X(~x)) � ψθ,V (R) ja M �X χ ⇐⇒ (M,X(~x)) � ψχ,V (R)

kaikilla struktuureilla M ja tiimeillä X s.e. dom(X) = V . Osoita, että on
olemassa Σ1

1-lause ψϕ,V (R), jolla pätee

M �X ϕ ⇐⇒ (M,X(~x)) � ψϕ,V (R).

2. (Jatkoa tehtävälle 1.) Olkoon ϕ kaava ∀xθ, Free(ϕ) ⊆ V , ja olkoon ψθ,V ′(R′),
missä V ′ = V ∪ {x}, kuten tehtävässä 1. Osoita, että on olemassa Σ1

1-lause
ψϕ,V (R), jolla pätee

M �X ϕ ⇐⇒ (M,X(~x)) � ψϕ,V (R)

kaikilla M ja X s.e. dom(X) = V .

3. Olkoon ϕ kaava ∀y(¬E(x, y)∨y ⊆ x). Etsi Σ1
1-lause ψ(R), jolla M �X ϕ ⇐⇒

(M,X(x)) � ψ(R) kaikilla M ja X s.e. dom(X) = {x}.

4. Olkoon ψ Σ1
1-lause ∃f∃g∀x∀u(f(x) 6= x ∧ (f(x) = u ↔ g(u) = x)). Etsi

FO(=())-lause ϕ, jolla ϕ ≡ ψ.

5. Olkoon ψ kuten edellisessä tehtävässä. Osoita, että M � ψ jos ja vain jos
|dom(M)| on parillinen tai ääretön.

6. Kaava ψ(R) ∈ Σ1
1 on negatiivinen muuttujan R suhteen, jos jokaisen muotoa

R(~x) olevan atomikaavan edessä on negaatio. (Muista, että kaikki kaavat ovat
negaatio-normaalimuodossa.) Kaava ψ(R) on on alaspäin monotoninen, jos
kaikilla struktuureilla M ehdoista S ⊆ T ⊆ dom(M)n ja M �s(T/R) ψ(R)
seuraa, että M �s(S/R) ψ(R). Todista induktiolla kaavan ψ(R) suhteen, että
jos ψ(R) on negatiivinen R:n suhteen, niin se on alaspäin monotoninen.

7. Osoita, että jos ψ(R) ∈ Σ1
1 on alaspäin monotonien, niin on olemassa kaava

θ(R) ∈ Σ1
1, joka on negatiivinen R:n suhteen, ja jolla ψ(R) ≡ θ(R).

Vihje: Eksistenssikvantifioi relaation R “kopio” R′, ja muodosta kaava, joka
ilmaisee ehdon R ⊆ R′ ja ψ(R′).


