Riippuvuuslogiikka, kevat 2018
Harjoitus 5
23.4.2018

1. (T&ydennys luennolla esitetyn lauseen todistukseen.) Olkoon ¢ = OAx logiikan
FO(=(), <, |, L) kaava, jolla Free(p) CV = {z1,...,z,} ja olkoot 1y v (R) ja
¥y.v(R) logiikan Y1 lauseita, joilla patee ekvivalenssit

MFEx 0 <= (M,X(7))FYov(R) ja MFxx <= (M, X(Z))F ¢, v(R)

kaikilla struktuureilla M ja tiimeilld X s.e. dom(X) = V. Osoita, ettd on
olemassa Y1i-lause 1, v (R), jolla patee

MEx ¢ <= (M, X(Z)) FY,v(R).

2. (Jatkoa tehtdville 1.) Olkoon ¢ kaava Vxf, Free(yp) C V, ja olkoon ¢y v/ (R’),
missia V' = V U {z}, kuten tehtivissa 1. Osoita, ettd on olemassa Y1-lause
Y, v(R), jolla pitee

MEx ¢ <= (M, X (%)) F ¢,v(R)
kaikilla M ja X s.e. dom(X) =1V.

3. Olkoon ¢ kaava Vy(—E(z,y)Vy C z). Etsi Xi-lause ¥(R), jolla M Ex ¢ <=
(M, X (z)) E ¥(R) kaikilla M ja X s.e. dom(X) = {z}.

4. Olkoon ¢ Yi-lause IfFgVaVu(f(z) # = A (f(z) = u + g(u) = z)). Etsi
FO(=())-lause ¢, jolla ¢ = ).

5. Olkoon 1 kuten edellisessé tehtavassa. Osoita, ettd M FE 9 jos ja vain jos
|dom(M)| on parillinen tai déreton.

6. Kaava 1(R) € X} on negatiivinen muuttujan R suhteen, jos jokaisen muotoa
R(Z) olevan atomikaavan edessi on negaatio. (Muista, ettd kaikki kaavat ovat
negaatio-normaalimuodossa.) Kaava 1(R) on on alaspidin monotoninen, jos
kaikilla struktuureilla M ehdoista S C T C dom(M)"™ ja M Eyr/ry ¢¥(R)
seuraa, ettd M Fyg/r) ¥(R). Todista induktiolla kaavan 1)(R) suhteen, etté
jos ¥(R) on negatiivinen R:n suhteen, niin se on alaspdin monotoninen.

7. Osoita, ettd jos ¥(R) € ¥} on alaspiin monotonien, niin on olemassa kaava
O(R) € 31, joka on negatiivinen R:n suhteen, ja jolla ¢)(R) = 6(R).

Vihje: Eksistenssikvantifioi relaation R “kopio” R’, ja muodosta kaava, joka

ilmaisee ehdon R C R’ ja ¢ (R').



