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1. Osoita, että riippumattomuusatomi x⊥y ei ole alaspäin suljettu, eikä yhdis-
teiden suhteen suljettu.

2. Osoita, että ~x | ~y ⇒ ∃~z(~x ⊆ ~z ∧ ~y 6= ~z ∧ ~y⊥~z), missä ~z on jono tuoreita
muuttujia.

Tässä⇒ on looginen seuraus: ϕ⇒ ψ jos ja vain jos kaikilla strutktuureilla M
ja kaikilla tiimeillä X pätee: M �X ϕ⇒M �X ψ.

3. Todista käänteinen looginen seuraus: ∃~z(~x ⊆ ~z ∧ ~y 6= ~z ∧ ~y⊥~z) ⇒ ~x |~y.

4. Osoita, että Σ1
1 on suljettu 1-kl eksistenssikvantifioinnin ja disjunktion suhteen:

Jos ϕ ja ψ ovat Σ1
1-kaavoja, niin on olemassa Σ1

1-kaavat θ∃xϕ ja θϕ∨ψ, joilla
∃xϕ ≡ θ∃xϕ ja ϕ ∨ ψ ≡ θϕ∨ψ.

5. Anna Σ1
1-lause ϕ, jolla pätee: G � ϕ jos ja vain jos graafissa G = (V,E) on

vähintään 4 komponenttia.

Kuinka monta 1-paikkaista relaatiota pitää kvantifioida? Onko mahdollista,
että ϕ on muotoa ∃Rψ, missä R on 2-paikkainen ja ψ ∈ FO?

6. Olkoon ϕ seuraava FO(=( ))-lause:

∀u∀x∃v∃y(=(u; v)∧ =(x; y) ∧R(u, v, x, y)).

Anna Σ1
1-lause ψ, jolla ϕ ≡ ψ.

7. Anna FO(⊆, |)-lause ϕ, joka määrittelee epäyhtenäisyyden: G � ϕ jos ja vain
jos graafi G on epäyhtenäinen.

Vihje: Ekskluusioatomilla u | v voidaan sanoa, että osajoukot X(u) ja X(v)
ovat erilliset; inkluusioatomeilla voidaan sanoa, että jos E(x, y) pätee, niin
x, y ∈ X(u) tai x, y ∈ X(v), joten joukkojen X(u) ja X(v) välillä ei ole
särmiä. Kvantifioi muuttujat u, v, x ja y sopivalla tavalla.


