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Luku 1

PREDIKAATTILOGIIKKA

1.1 Predikaattilogiikan syntaksi

Loogiset symbolit:

muuttujat vy, v1,vs, . ..

konnektiivit =, A, V

kvanttorit 4,V

identiteettisymboli =

sulut (,)
pilkku ,

Muuttujina voidaan myos kdyttaa symboleja x,y, z, x1, xo jne. (Nama ajatellaan me-
takielen symboleina, jotka viittaavat objektikielen muuttujiin v;.)

Ei-loogiset symbolit eli aakkosto 7 on joukko

- relaatiosymboleja R,
- funktiosymboleja f ja

- vakiosymboleja c.

Jokaisella relaatiosymbolilla R € 7 on paikkaluku #(R) € Z.. Samoin jokaisella
funktiosymbolilla f € 7 on paikkaluku #(f) € Z,..

Esimerkki 1.1. Graafien aakkosto on 7¢, = {E}, misséd #(F) = 2 ja E(z,y) tar-
koittaa "z:n ja y:n vililla on sarma”.

Aritmetiikan aakkosto on 74, = {f4, fx, o, c1}, missd #(f1) = #(f«x) = 2.
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fi(z,y) merkitddn tavallisesti x + y
fx(z,y) merkitdén tavallisesti x - y tai xy
co merkitddn tavallisesti 0

c1 merkitddn tavallisesti 1

Siis f>< (f-l—(x: 1)7 f+(y7 f+(za 1))) voidaan kirjoittaa (ZL‘ + ]‘) ’ (y + (Z + 1))

Vastaavasti az+by voidaan esittéé funktioilla f, ja fx muodossa fi(f«(a,z), fx(b,y)).

Maaritelma 1.2 (7-termit). 7-termien joukko T [7] on pienin joukko X, jolla patee

ehdot:

(1) v; € X jokaisella i € N

(2) ¢ € X jokaisella vakiosymbolilla ¢ € 7

(3) josty,...,t, € X ja f € 7on funktiosymbolis.e. #(f) = n,niin f(t1,...,t,) € X.

Kysymyksessa on siis rekursiivinen maéaritelma, joten 7-termeja koskevia vaitteita voi

todistaa induktiolla.

Esimerkki 1.3. Olkoon 74, (aritmetiikan aakkosto) kuten ylla.

- V12, Co, f+(Vo, o) ja fu(fx(vs,v5), fr(c1,c1)) ovat Ta,-termejé. Kaksi viimeisté voi-
daan kirjoittaa muodossa vy + 0 ja (vs - vs) - (1 + 1).

- z-x+(z+1) voidaan esittdd muodossa fi(fx(z,z), f+(x,1)), joten se on 74,-termi.

- Sen sijaan % + 2x + 3 ei varsinaisesti ole 74,-termi, koska potenssiinkorotus ei
ole funktiosymbolina ja luvut 2 ja 3 vakiosymboleina aakkostossa 74,.. Sovitaan
kuitenkin téssi, ettd merkintdd 22 saa kiyttid lyhenteend tulolle z -z ja lukuja 2 ja
3 lyhenteind termeille 141 ja (14 1)+ 1. T&ll4 tulkinnalla 22 + 22 + 3 on T4,-termi.
(Sama pétee kaikille polynomeille.)

Graafien aakkostolla 7¢, patee T [rq,] = {v; | i € N}.

Maaritelma 1.4 (7-atomikaavat). 7-atomikaavojen joukko A[r] on pienin joukko
X, jolla péatee:

(1) jos t1,...,t, € T[7] ja R € T s.e. #(R) = n, niin R(ty,...,t,) € X.

(2) jos ti,te € T|7], niin t; =, € X.



Esimerkki 1.5. Koska T[7g,] = {v; | i € N}, 7g,-atomikaavoja on vain kahta
tyyppia:

Toisaalta, koska 74, ei sisdlla yhtaén relaatiosymbolia, kaikki 74,.-atomikaavat ovat
muotoa t; = to, missa t1 ja ty ovat T4,-termeji. Esimerkiksi fy (vo,v1) = fi(v1,v0) ja
fx (o, fx(v1,v2)) = fx(fx(vo,v1),v2) ovat Ta,-atomikaavoja.

Maaritelma 1.6 (7-kaavat). T-kaavojen joukko FOIr] on pienin joukko X, jolla
patee:

1) Alr] €

2) jos ¢ € X, niin ~p € X

3) jos ¢, € X, niin (p A1), (V) € X
4) jos ¢ € X ja ¢ € N, niin Ju;p, Vv, € X.

(1)
(2)
(3)
(4)

Tavalliseen tapaan implikaatiota — ja ekvivalenssia <> voidaan kayttaa lyhennys-
merkintéind. Edelleen toinen konnektiiveista A ja V voitaisiin tulkita vain lyhen-
nysmerkinnaksi, mutta piddmme kuitenkin téssé esityksessid molempia primitiivisina
symboleina.

Sulkuja voidaan jattda pois normaaliin tapaan.

Esimerkki 1.7. Okoon 7 = {R, f, c}, missd #(R) = 2 ja #(f) = 1. Seuraavat ovat
T-kaavoja:

R(f(UO)v C)7 f(C) = vy — R(f(U0)7 C)v EI1}5.]0(0) = Vg
VT (R(vg, v1) V 2 R(v1, ¢)), Yoo(Fvy R(vo, v1) V Yo R(vy, ¢))

FugVveTvgVvg—vg = vg. (Tamé ei ole kovin jarkevd, mutta médritelman mukaan se
on kaava.)

Kaavan ¢ vapaiden muuttujien joukko Fr(¢) maaritelladn rekursiolla seuraavasti:

- Fr(R(ty,...,t,)) = Var(ty) U--- U Var(t,)
(t1 = t3)) = Var(t;) U Var(ts)

- Fr(~p) = Fr(g)
(
(

=

- Fr(p Av) = Fr(p V) = Fr(p) U Fr(y)
- Fr(Vop) = Fr(Gap) = Fr(p) \ {z},

missa Var(t) on termissé ¢ esiintyvien muuttjien joukko.
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1.2 Struktuurit ja tulkintafunktiot

Maaritelma 1.8 (7-struktuuri). Olkoon 7 aakkosto. 7-struktuuri on jono M, joka
muodostuu seuraavista komponenteista:

- struktuurin M perusjoukko (eli universumi) dom(M), joka on epétyhja
- relaatio RM C dom(M)™ kullakin R € 7, missi #(R) =n
- funktio fM : dom(M)™ — dom(M) kullakin f € 7, missi #(f) =n

- alkio ¢™ € dom(M) kullakin ¢ € 7.

Jos aakkosto T on { Ry, ..., Ry, fi,- -+, fm,C1, - - -, Ck }, niin 7-struktuuri M on siis jono

M = (dom(M),RM ... RM M M M.

m

Esimerkki 1.9. Graafi G = (V, E) voidaan ajatella 7g,-struktuurina G = (dom(G), E).
ES C dom(G)? = V2 on siis symmetrinen ja irrefleksiivinen relaatio.

Luonnollisten lukujen (aritmeettinen) struktuuri on 74,-struktuuri N' = (N, +,-,0,1).
Tassé siis N = dom(N), yhteenlaskuoperaatio + on fﬁ/ , kertolaskuoperaatio - on fi\/
ja 0 ja 1 ovat vakiosymbolien ¢q ja ¢; tulkinnat CS[ ja V.

Vastaavasti mééritelldédn kokonaislukujen, rationaalilukujen ja reaalilukujen (arit-
meettiset) struktuurit Z, Q ja R 7a,-struktuureina.

Luonnollisten lukujen jarjestysstruktuuri N= on 7-struktuuri, missa 7 = {<} ja <
on 2-paikkainen relaatiosymboli. Tassd dom(N.) = N ja <N<= {(i,j) € N? | i < j}.
Samoin méaaritelladn jarjestysstruktuurit Z., Q. ja R-.

Maaritelma 1.10 (Tulkintafunktio). Olkoon M 7-struktuuri. Struktuurin M tul-
kintafunktioita ovat kaikki funktiot s : V' — dom(M), missdé V C {v; | i € N}.
Tulkintafunktion s méadrittelyjoukkoa V' merkitdén symbolilla dom(s).

Tulkintafunktio s antaa siis jokaiselle muuttujalle z € V' arvon eli tulkinnan struk-
tuurin M alkiona s(z).

Huomaa, etté erityisesti tyhja funktio @) : ) — dom(M) on jokaisen struktuurin M
tulkintafunktio.

Jos s on struktuurin M tulkintafunktio ja a € dom (M), niin s(a/x) on tulkintafunk-
tio, joka on muuten sama kuin s paitsi ettd se antaa muuttujalle x tulkinnaksi alkion
a. Siis

a, josy==x

s(afz)(y) = {3@)’ e

Selvésti dom(s(a/z)) = dom(s) U {x}. Erityissti jos « € dom(s), niin dom(s(a/x)) =
dom(s).



Esimerkki 1.11. Olkoon M 7-struktuuri, jolla dom(M) = {a, b, c¢,d}. Jos s on M:n
tulkintafunktio, jolla dom(s) = {z,y} ja s(z) = s(y) = a, niin &' = s(b/y) on funktio

{(z,a),(y,0)}.

Edelleen s” = §'(¢/z) = s(b/y, ¢/z) on funktio {(z, a), (y,b), (z,¢)},jas” = §"(d/x) =
s(b/y,c/z,d/x) on funktio {(x,d), (y,b),(z,¢)}.

Kun M on 7-struktuuri, s on M:n tulkintafunktio, ja ¢ on 7-kaava, jolla Fr(y) C
dom(s), voidaan kaavalle ¢ méérittaa totuusarvo struktuurissa M tulkinnalla s. Mer-
kitsemme M F, ¢, jos kaava ¢ on tosi, ja M ¥ ¢, jos ¢ on epatosi struktuurissa M
tulkinnalla s.

Maaritelma 1.12 (Termin arvo struktuurissa). Olkoon M 7-struktuuri, s struktuu-
rin M tulkintafunktio ja t 7-termi, jolla Var(t) C dom(s). Termin t arvo struktuurissa
M tulkinnalla s, t**, maaritelldin rekursiolla seuraavasti:

e jos t = z, niin tM* = s(x)

e jost=cc 7, niin tM =M

o jost=f(t,...,tn), missi f € 7, #(f) = n, niin t"5 = fM 5 M),

Esimerkki 1.13. (a) Olkoon7 = {f,c}, #(f) = 1, ja M 7-struktuuri, jolla dom(M) =
N, fM ={(i,i+1) | i € N} jac™ = 0. Olkoon s : {v; | i € N} — dom(M),
s(v;) = 2i + 1. Talloin

[ ]
7~ ~ N

f(f(c)))M = (1)) =141 =2
(f(f(c)))) - fM((f(ﬂc)))M’S) —241-3, jne

o (F(0))"" = fU@M) = (20 + 1) + 1 =2i +2, jue.

(b) Olkoon L4, = {f+, fx,co,c1} aritmetiikan aakkosto ja R reaalilukujen aritmeet-
tinen struktuuri. Olkoon s R:n tulkintafunktio, jolla s(x) = 2, s(y) = —1 ja
s(z) = w. Kéytetddn taas tuttuja merkint6jd « +y, = -y, 0 ja 1 merkintojen
fi(z,y), fx(z,y), co ja ¢; sijaan. Samoin kdytetdén merkintoja =™ ja n tulon
(«+-(r-z)---+) -xjasumman (---(14+1)4---)+ 1 sijaan. Téalloin

n kpl n kpl
° (3 . I.Q)R,S — 37?,73 . (I.Q)R,s =3. (ZER’S>2 =3. 22 =12
o (Y+2-2)Rf=gyRs 4 (2. 2)R85 = 14 2R5 . R = 142 1=21r—1



e yleisesti

(anxn+"'+alx+ao)R’s Zan(IR’S)"+--~+a1xR’S+aO
=a,-2"+---+a;-2+ap.

1.3 Tarskin totuusmaaritelma

Maaritelma 1.14 (Atomikaavan totuus). Olkoon M 7-struktuuri, s struktuurin M
tulkintafunktio ja olkoot ti,...,t, T-termeja, joilla Var(¢),..., Var(t,) C dom(s).
Talloin

(1) M E, R(ty, ... t,) & (17, tM5) e RM

(2) M Egt; =ty < t)7° =),

Maaritelmé 1.15 (Tarskin totuusmaédritelmé). Olkoon M 7-struktuuri, s struktuu-
rin M tulkintafunktio ja ¢ 7-kaava, jolla Fr(¢) C dom(s).

(1) Jos ¢ € A[r], niin M F, ¢ miaritelldén kuten edell.

(2) Jos ¢ = =, niin M Eg ¢ < M F 1.

(3) Jos ¢ = (¥ AB), niin M E, p & M Eg 1) ja M E, 6.

(4) Jos o = (¢ V), niin M EFy o & M ¢ tai M E, 0.

5) Jos ¢ = dzy), niin M F; p < on olemassa a € dom(M) s.e. M Fgu/z) ¥
(a/z)

(6) Jos ¢ = Vaip, niin M F, ¢ < kaikilla a € dom (M) patee M Fyq/q)

Esimerkki 1.16. Olkoon 7 = {R}, #(R) = 2. Tarkastellaan oheisen kuvan mukaista
T-struktuuria M (suunnattu graafi). Siis

dom(M) = {a,b,c,d} ja R™ = {(a,b), (b, c), (b,d), (c,b),(d,a)}.

Olkoon s tulkintafunktio s.e. s(x) = a, s(y) = b, s(z) = ¢ ja
s(u) = d. Nyt esim. M F; R(z,y), M Es R(z,y), M ¥s R(x, z)
\ ja M Eg R(z,u). Siispa

®C

<
@

M Es R(z,y) N —R(z, z).

IS
&/(—

Jos §' = s(d/x), on s = §'(a/z), joten ndhdaan, etta

M Ey Jx(R(z,y) N —R(x, 2)),



vaikka selvisti M Ey R(z,y) A —R(x, z). Koska s’ = §'(d/x) patee siis

M Ey Vr(R(z,y) AN —R(z, 2)).
Edelleen patee M E,; VrIyR(z,y). Intuitiivisesti tdmé on selvad, koska jokaisesta
M :n alkiosta lahtee nuoli.

Esimerkki 1.17. Tarkastellaan luonnollisten lukujen jirjestysstruktuuria N = (N, <V<).
Osoitetaan, ettd N, s E VxIyp, missi ¢ on kaava

(x <yAVza(z <zAz<y)).

Huomaa, ettd ¢ oleellisesti vaittad, ettd y on pienin alkio, joka on suurempi kuin
x. Jos siis x tulkitaan luvuksi 7, y pitad tulkita luvuksi ¢ + 1, jotta ¢ olisi tosi.
Maaritellaan siis h : N — N asettamalla h(i) = ¢ + 1 ja padtelldén seuraavasti:
(i) Selvésti jokaisella i € N, Ne Ey(i/ani)y) ¢ < Y.
(ii) Jos j € N, niin j < tai j > i+ 1. Edellisessé tapauksessa
N ifantiy i)z & < 2
ja jalkimmaisessé
N< Etife iy /vif) Z < Y-
(iii) Siis jokaisella j € N,
N<Fotifantiyfgf © < 2Nz <y,

joten
N< Estifantiysy) Von(z <z Nz <y).

(iv) Yhdistamalla (i) ja (iii) ndhdéan, etta jokaisella i € N, N Eyi/anei)/y) ©-

(v) Siis jokaisella i € N, N Fy;/.) Jyp, josta viite No E, YaIyep seuraa.

Huomaa, etta tédssd esimerkissé tulkintafunktiolla s ei ollut mitdan merkitystéa; ar-
gumentti patee milla hyvansa tulkintafunktiolla s. Tamé on esimerkki yleisestéd peri-
aatteesta: Kaikilla struktuureilla M, tulkintafunktioilla s ja kaavoilla ¢ patee ekvi-
valenssi

MEsp <= MFEy o,

missa s = s [ Fr(p), eli s’ on funktion s rajoittuma kaavan ¢ vapaiden muuttujien
joukkoon Fr(y).

Erityisesti jos ¢ on lause, eli Fr(p) = ), pitee ekvivalenssi M E, ¢ <= M Ey .
Talloin on tapana jattaa alaindeksi () pois ja merkita lyhyesti M F .



1.4 Negaatio-normaalimuoto

Kaava ¢ on negaatio-normaalimuodossa, NNF, jos siind on negaatioita vain ato-
mikaavojen edessd. Téasmaéllinen maéritelma negaatio-normaalimuotoisten kaavojen
joukolle on seuravanlainen:

Madéritelmi 1.18 (NNF). Negaatio-normaalimuotoisten T-kaavojen joukko NN F|7]
on pienin joukko X, jolla patee:

(1) jos ¢ € A[7], niin p, ~p € X
(2) jos ¢,¢ € X, miin (¢ A9), (p V) € X

(3) jos p € X ja ¢ €N, niin Jv;p, Vo, € X.

Selvasti NN F[r] C FO[r]. Kaanteiseen suuntaan tadmé pétee loogista ekvivalenssia
vaille:

e Jokaisella ¢ € FOIr] on olemassa ) € NN F[r], jolla Fr(¢) = Fr(v) ja ¢ = 1.

Téssé ¢ = 1) tarkoittaa kaavojen loogista ekvivalenssia:

e Kaikilla 7-struktuureilla M ja kaikilla tulkintafunktioilla s s.e. Fr(¢) C dom(s)
patee M F; ¢ =g 1.

Kaavan kanssa ekvivalentti NNF kaava saadaan yksinkertaisesti "puskemalla negaa-
tiot atomikaavojen eteen”. Tama tapahtuu vaiheittain kayttaméalla saantoja

o =0

o 2(pAY) = oV

o ~(pVY)=—p Ay

o —Vrp =dr-p

o —drp = V.

Naiden sdantotojen soveltaminen voidaan tehda systemaattisesti méaarittelemalla seu-
raavat kaksi operaatiota ¢ — P ja ¢ — o kaavoille:

o " = jap?=-p, kun p € Al7]
o (mp)P =% ja (mp)? =P
e (PN =P AYP ja (o AY)T =t Vil
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o (pVY)P =P VPija (p V)t =g Ayl
o (Vap)P = VayP ja (Vop)d = Jop?

o ()P = AzP ja (Frp)? = Vol

On suoraviivaista todistaa induktiolla, etté ? ja ¢ ovat aina negaatio-normaalimuodossa,
ja lisdksi oP = ¢ ja p? = —.



