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1. Olkoon Q rationaalilukujen aritmeettinen struktuuri (Q,+, ·, 0, 1), ja olkoon
s : {x, y} → N tulkintafunktio, jolla s(x) = 2 ja s(y) = 3 Päteekö Q �s ϕ, kun
ϕ on kaava

(a) ∃z(x · z = y) (b) ∀x∃z(x+ z = y) (c) ∀y∀z(x = z · y → ¬y = z)

2. Olkoon τ = {R}, missä #(R) = 2. Tarkastellaan τ -lauseita

ϕ := ∀x∃y(R(x, y) ∧ ¬R(y, x)) ja ψ := ∀x∀y∀z(R(x, y) ∧R(y, z)→ R(x, z)).

Osoita, että lauseilla ϕ ja ψ on kummallakin äärellinen malli, mutta niiden
konjunktiolla ϕ ∧ ψ ei ole yhtään äärellistä mallia.

(τ -struktuuri M on lauseen θ äärellinen malli, jos dom(M) on äärellinen ja
M � θ.)

3. Olkoon τ = {f}, missä #(f) = 1. Muodosta lause ϕ ∈ FO[τ ], jolla pätee
seuraava ehto kaikille τ -struktuureille M :

Jos M � ϕ, niin dom(M) on ääretön.

4. Etsi seuraavien kaavojen negaatio-normaalimuodot:

(a) ∃x¬∀y∃z¬R(u, x, y, z) (b) ¬(∀x(R(x, y) ∨ ¬x = z) ∧ ∃yR(y, z))

5. Olkoot operaatiot ϕ 7→ ϕp ja ϕ 7→ ϕd määritelty kuten luennolla. Osoita, että

(a) (ϕd)d = (ϕp)p = ϕp, (b) ϕp ≡ ϕ ja ϕd ≡ ¬ϕ.

6. Olkoon M struktuuri, jolla dom(M) = {0, 1, 2}, ja olkoon X seuraava struk-
tuurin M tiimi:

x y z
s0 1 2 1
s1 2 1 2
s2 0 1 2

Tutki päteekö M �X ϕ, kun ϕ on kaava

(a) =(x; y) (b) =(y, z;x) (c) x ⊆ y (d) yz ⊆ zy
(e) xx | zy (f) x⊥y (g) x⊥z y.

7. Osoita, että M �X xy⊥z jos ja vain jos X(xyz) = X(x, y)×X(z).


