Olkoon P(1,1,1) 1) suuntaissarmion kirkipiste, jonka viereiset k&rkipisteef ovat
Q(4,5,2), R(5,1,1) ja S(2,4,8). Méaaritd suuntaissirmion tilavuus.
Y

Ratkaisu:

Pisteiden P(1,1,1), Q(4 5 2) R 51,1) ja %2 4, 8) virittdmé suuntaissarmio
on vektoreiden u = Jjaw= virittdmé suuntaissirmio.
Nyt
7
u=P0 = (4, 5 2) - (1,1,1) = (3,4, 1),
v=PE=(511)—(1,1,1) = (4,0,0),

w=P8=(248) -(1,1,1) = (137
Lasketaan ndiden vektorien skalaarikolmitulo
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Nyt lauseen 2.5.9 nojalla

72 32
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Todista lause 2.5.8.

Ratkaisu:

Viite: Kun u, v, w € R3, niin silloin

U U2 Ug
u-(Vvxw)=|vy vy w3
wy Wy W3
Tod. Olkoot u,v,w € R3. Nyt
u-(vxw)
= (ul, Usg, U3) . (('Ul, Vg, ’U3) X ('LUl, Ws, ’U)3)) [merkmta]
_ i Vg Uz . U1 Us V1 Uy + g
= (w1, up, u3) ( wy ws|’ " |wy ws| oy 1wy ) [ristitulon méér.]
T R R T v3l tug| ot 2 [pistetulon méér.|
Wy Ws wy W3 Wy wy

Uy Ug U3
=|v; vy vz, [lause 1.5.1]
wy w2 wWs

miké todistaa vaitteen.




Siis suoran [ parametriesitys vektorimuodossa on:

l: r(t)=r0+td a
=({+2)+ti+4), teR.

Tatd muokkaamalla saadaan
o
r(t) = (1 -+ t)i -+ (2 + 4t)j,

joten parametriesitys koordinaattimuodossa on:

{Mﬂ:1+t

y(t) = 2+§lt

(t € R).

Niista ratkaisemalla £ saadaan

1 @@

2}

Kertomalla tdmé puolittain}lkzlléi ja vihentamalld y—2 saadaan normaali yhtalo,

Mo —1) + (~1)(y —2) = 0.

Ratkaisemalla téstd y saadaana kulmakerroin yhtélo

=47 — 3.
v % 4

S 4
Oletetaan, etté taso p sisdltdd pisteen P(2,1,3) ja ettd vektorit u = (1,2,3)
jav = (3,—1,5) virittavét sen. Ma&ritd tason p vektori- ja koordinaattimuo-
toinen parametriesitys sekd normaaliyht&lo vektori- ja koordinaattimuodossa.

Ratkaisu:

Tason p parametriesitys vektorimuodossa on:

p: r(t,s) = (2i+j+ 3k) + t(i+ 2j+ 3k) + s(3i — j + 5k),




missd ¢, s € R.
Tats muokkaamalla saadaan

r(t,s)=(2+t+3s)i+ (1+2t—s)j+ (3+ 3t +5s)k,

joten parametriesitys koordinaattimuodossa

z(t,s) =2+t+3s
y(t,s)=1+2t—-s (¢, s €R).
z(t,s) =3+ 3t+5s

Tason p erds normaali on

N = u x 1,2,3) x (3,=1,5)

—~

vV =
i ]
1 2

3 -1
=(2-5-3-(-1))i—(1-5-3-3)j+(1-(-1) —2-3)k
=13i +4j — 7k.

{

o w R

Siis normaaliyhtéld vektorimuodossa on:

p: N-(r—rp=0

eli
p: (138i+4j—7k) - ((zi+yj+ zk) — (21 +j + 3k)) = 0.

THdmén sieventdmailld saadaan normaaliyhtild koordinaattimuodossa:

(13i+4j — 7k) - ((zi+yj + 2zk) — (21 +j + 3k)) =0
(131 +4j — 7k) - ((z — 2)i+ (y — 1)j + (2 — 3)k)

13($—2)+4(y——1)——7(z—3);0.

fi

Talle vaihtoehtoinen muoto saadaan jatkamalla sieventémisti:

13z —264+4y—-4—-72+21=0
13z +4y - 72—-9=0.




6.

Etsi tason

p: 2x+3y+z2=3
ja suoran
r—1 y+2 2z-2
-1 3 2

mahdollinen leikkauspiste (tai mahdolliset leikkauspisteet). (Vrt. lineaariset
yhtaloryhmiit.)

[:

Ratkaisu:

Suoran [ symmetrinen muoto on

z—1 y+2 2z-2
-1 3 2

=1t (teR),

josta saadaan kolme yhtalod

r—1
=t

-1

y+2
2% ¢

3

z—2
=1

2

eli

z=—t+1
y=3t-—2
z=2t+2

Sijottamalla ndma tason p yht#éléon saadaan

20+ 3y+2=3
2(—t+1)+3Bt—-2)+ (2t +2)=3
~204+249%-6+2t4+2=3
9 =5

t=5/9

Sijoittamalla tdmé& aiempaan yht&loryhméin saadaan




5,4
T = —— = -
9 9
5 31
—3.2_9=_°2__=2
y 9 9~ 73
5 28
—9.249=22
‘ 9 9

Siis leikkauspiste on (z,y, z) = (4/9, —1/3,28/9).

7.
Etsi tasojen

p:rTx+y+z=2=6
g: 2z+3y+2=3

leikkaussuora. Yksi esitysmuoto riittéda. (Vrt. lineaariset yht#loryhmit.)
Ratkaisu:

Ratkaistaan yhtalopari

t+y+z=6
20 +3y+2=3 | -2
z+y+z=6 |-II
y—z=-9

z+22=15
y—2z=-9
T=-2z+15
y=2z—9

e N N — N

Kun merkitdén z = ¢, saadaan ratkaisuksi

Tz =—-2t+15
y=t-9

z=1
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