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1. (a) Olkoon A = p→ (q ∧ r). Osoita, että jos 〈W,R〉 |= �A→ A, niin
R on refleksiivinen.

(b) Anna kaava B ja ei-refleksiivinen kehys 〈W,R〉, joilla kuitenkin
pätee 〈W,R〉 |= �B → B.

2. Todista korrespondenssitulos: 〈W,R〉 |= � p → ♦ p ⇔ R on seriaali-
nen.

Seriaalisuus määriteltiin harjoitustehtävässä H4T1. Siinä todistettiin
jo, että � p→ ♦ p on validi seriaalisissa kehyksissä.

3. Relaatio R ⊆ W 2 on osittainen funktio, jos jokaisella w ∈ W on ole-
massa korkeintaan yksi w′ ∈ W , jolla wRw′.

Todista korrespondenssitulos: 〈W,R〉 |= ♦ p→ � p ⇔ R on osittainen
funktio.

4. Etsi sellainen relaation ominaisuus O, jolla pätee:
〈W,R〉 |= � p↔ p ⇔ relaatiolla R on ominaisuus O.

Todista tämä ekvivalenssi.

5. Olkoot Σ ⊆ Σ′ normaaleja modaalilogiikkoja. Osoita, että jos kaava-
joukko Γ on Σ′-ristiriidaton, niin se on myös Σ-ristiriidaton.

6. Anna esimerkki kaavajoukosta Γ, joka on
(a) K-ristiriidaton, mutta T -ristiriitainen,
(b) T -ristiriidaton, mutta S4-ristiriitainen.

7. Merkitään Γ `Σ A (kaava A voidaan päätellä kaavajoukosta Γ systee-
missä Σ), jos on olemassa B1, . . . , Bn ∈ Γ, joilla `Σ B1 ∧ . . .∧Bn → A.
Osoita, että Γ on Σ-ristiriitainen, jos ja vain jos on olemassa sellainen
A, että Γ `Σ A ja Γ `Σ ¬A.

8. Olkoon Γ maksimaalisesti Σ-ristiriidaton kaavajoukko. Osoita, että
kaikilla kaavoilla A ja B pätee:

(A ∨B) ∈ Γ jos ja vain jos A ∈ Γ tai B ∈ Γ.


