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1 Johdanto

Seké luonnollisessa kielessé ettéd logiikassa on tosia lauseita, jotka voisivat olla epétosia,
ja epétosia lauseita, jotka voisivat olla tosia. Téllaisten kontingenttien totuuksien liséksi
on vdlttimdttomad totuuksia. Muita modaalikésitteitd eli modaliteetteja, ts. totuuden tai
epiatotuuden moduksia, ovat mahdollisuus, mahdottomuus ja vdlttamdaton seuraus. Kaik-
ki edelld mainitut ovat ns. aleettisia modaalikésitteitd. Niiden merkityksid on analysoitu
filosofiassa ja tdsmennetty modaalilogiikassa, jota voidaan télloin kutsua aleettiseksi mo-
daalilogiikaksz.

Jonkinlaiseen vélttamattomyyden tai mahdollisuuden késitteeseen viittaavat myos
luonnollisen kielen ns. modaaliset apuverbit, kuten esimerkiksi verbien "taytya” ja "voida”
esiintymét. Modaaliverbeiksi katsotaan myos sellaiset asenneverbit kuin "tietdd”, "uskoa”,
"toivoa”, "kuvitella”, "tahtoa”, "ndhd&” jne., kun ne ilmaisevat, ettd mieli on suuntautunut
tai asennoitunut tietylld tavalla johonkin kohteeseen. Erityisesti tietdmistéa tarkastelevaa
logiikkaa kutsutaan episteemiseksi logiikaksi ja uskomista tutkivaa doksastiseksi logiikaksa.

Deonttisessa logitkassa tarkastellaan ilmausta "taytya” merkityksesséd "on pakollista”
ja ilmausta "saada” merkityksessd ”on sallittua”. Teon logiikkakin voidaan katsoa modaa-
lilogiikan osa-alueeksi, silld jonkin asian tekeminen voidaan késittdd modaliteetiksi. Myos
atkalogiikkaa voidaan kasitelld analogisesti aleettisen modaalilogiikan kanssa. Siiné véltta-
méttomyysoperaattoria vastaa kaksi operaattoria, joista toisen intuitiivinen merkitys on,
ettd asiaintila vallitsee kaikkina tulevina ajankohtina, ja toisen, ettéd asiaintila on vallinnut
kaikkina menneiné ajankohtina. Dynaamisessa logiikassa tarkastellaan tietokoneohjelmien
transformaatioita, jotka muuntavat tietokoneen tilan toiseksi. Siiné jokaiseen tietokoneoh-
jelmaan ajatellaan liitetyksi mahdollisuus- ja valttaméattomyysoperaattorin vastineet.

Materiaalinen implikaatio eli tavallinen lauselogiikan implikaatio on tosi, jos etulause
on epétosi tai jalkilause tosi. Modaalilogiikassakin materiaalinen implikaatio on "perus-
implikaatio”, mutta voimme tarkastella myo6s sitéd, milloin se on vélttaméatté tosi. Useim-
mat todet (materiaaliset) implikaatiot eiviit ole valttdmétta tosia. Modaalilogiikassa il-
mausta ‘on valttaméatonta, etté jos. .., niin. .. kutsutaan tiukaksi implikaatioksi. Joissakin
tapauksissa se vastaa materiaalista implikaatiota paremmin luonnollisen kielen ilmaisun
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jos..., niin. ..’  totuusehtoja.

1.1 Modaalioperaattoreita

Esittelemme téassé alustavasti modaalioperaattoreiden formaalin merkintdtavan. Oletam-
me, ettéd lukija on perehtynyt lauselogiikan konnektiiveihin — (negaatio), A (konjunktio),
V (disjunktio), — (implikaatio) ja <+ (ekvivalenssi). Kolme modaalilogiikan kannalta tér-
keinté operaattoria viittaavat valttaméattomyyden, mahdollisuuden ja tiukan implikaation
késitteisiin:



OA: valttamatta A’, A on valttAmatta tosi’ tai
"A on valttamaton’;
O ("boksi”) on wdilttamdttomyysoperaattori;

OA: 'mahdollisesti A’, A on mahdollisesti tosi’ tai
A on mahdollinen’;
<& ("timantti”) on mahdollisuusoperaattori;

A - B: A valttamatta implikoi B:n’ tai "A:sta seuraa B’;
—=» on tiukka implikaatio.

Némé operaattorit voidaan mééritelld toistensa avulla, kuten lukija voi huomata ajat-
telemalla niiden intuitiivisia merkityksid. Koska lause on mahdollisesti tosi, ellei se ole
vilttamatta epatosi, voidaan maéaritella

OA =df —-0O-A.

Néin méaariteltdessa < katsotaan siis lyhennykseksi merkkiyhdistelméstd —0O—. Perussym-
boliksi riittdisikin ottaa pelkké valttamattomyysoperaattori. Toisaalta voidaan menetelld
toisinkin péin ja méaéritelld operaattori O operaattorin & avulla:

OA =g —O—A,

silld lause on valttamétta tosi, jos ei ole mahdollista, ettd se on epétosi. Operaattoreita
0O ja © kutsutaan toistensa duaaleiksi.
Lause A vilttamattda implikoi lauseen B, jos implikaatio A — B on valttdmaton.
Voidaan siis maéritelld
A-= B =df D(A — B)

Vaihtoehtoinen méaaritelmé on
A-= B =df _\<>(A AN _|B)

eli tiukka implikaatio tarkoittaa, ettei ole mahdollista, ettd implikaation etulause on tosi
mutta jalkilause epatosi.

Voimme my6s médritelld muita modaalikéisitteitd (emme kuitenkaan ota niille kiyt-
t60n omia operaattoreita):

A on mahdoton =4 —CA,

A on kontingentti =4 CAN C—A,

A ja B ovat yhteensopiia =q4 (A A B),

A ja B ovat yhteensopimattomia =q4 ~< (AN B).

Sulkeiden kaytosta

Sovimme, ettéd kaavoissa voidaan uloimmat sulut jattda pois. Uloimpien sulkujen liséksi
voimme jattda pois sellaiset sulut, jotka eivit vaikuta konnektiivien vaikutusalaan, kun
eri konnektiivien aloilla on alla esitetty keskinédinen jarjestys:

e Negaation ja valttamattomyysoperaattorin ala on sitéd vélittomésti seuraava kaava.



e Konjunktiolla ja disjunktiolla on pienempi ala kuin implikaatiolla ja ekvivalenssilla.

Konjunktio samoin kuin disjunktio on liitdnnéinen eli esimerkiksi kaavat A A (B A C)
ja (AN B) A C ovat merkitykseltddn samat. Siksi voimme esittaéd ilman sulkuja ketjudis-
Junktiot ja ketjukonjunktiot eli kaavat, joissa esiintyy vain joko disjunktioita tai konjunk-
tioita.

1.2 Mahdollisen maailman késitteesta

Aristoteles oli ensimmaéisid modaalikésitteiden ja niiden logiikan systemaattisia tutkijoi-
ta. Erdat tulkitsijat ovat vaittdneet Aristoteleen kannattaneen statistista modaaliteoriaa,
jonka mukaan

e jokin asia on mahdollinen, jos se toteutuu télla tai jollakin tulevalla ajanhetkelld
e jokin asia on valttdmaéton, jos se toteutuu télla ja jokaisella tulevalla ajanhetkell.

Statistisen mahdollisuuden késite ei johda loogisen mahdollisuuden késitteeseen, silld edel-
lisen késitteen mukaan mahdollisuudet toteutuvat ennemmin tai mychemmin aktuaalises-
sa maailmassa.

Aristoteelinen tulkinta modaalikésitteisté oli vallitsevana 1300-luvulle asti, jolloin Duns
Scotus uudisti ratkaisevalla tavalla modaalikésitteiden kasittelya liittdmalla ensimméisen
kerran modaalikésitteisiin ajatuksen tarkastella loogisesti tai késitteellisesti vaihtoehtoi-
sia (rinnakkaisia) asiaintiloja. Yleenséd kuitenkin G. W. Leibnizia on totuttu pitdmédn
mahdollisen maailman idean iséné. Leibnizin voidaan tulkita mé&arittelevian kontingenssi
ja vilttaméttomyys seuraavasti:

Lause on kontingentti, jos sen totuus riippuu siitd, miten aktuaalinen maailma
on.

Lause on vilttdméaton, jos se on tosi kaikissa mahdollisissa maailmoissa; ts.,
jos sen totuus ei riipu siitéd, mikd mahdollisista maailmoista on aktuaalinen.

Mahdollisuus voidaan vastaavasti maaritella nain:

Lause on mahdollinen, jos se on tosi jossakin mahdollisessa maailmassa.

1.3 Semantiikasta

Erityisesti modaalikésitteiden yhteydessi voidaan erottaa toisistaan filosofinen semantiik-
ka ja formaalinen tai pikemminkin joukko-opillinen semantiikka. Filosofinen semantiikka
antaa formaalin semantiikan perusideoille intuitiivisen taustan.

Leibnizin méaritelmé voidaan muotoilla myo6s seuraavasti:

Lause OA on tosi, jos A on tosi kaikissa loogisesti mahdollisissa maailmoissa.
Lause A on tosi, jos A on tosi jossakin loogisesti mahdollisessa maailmassa.
Kun alamme tésmentédd téatéa filosofista semantiikkaa formaaliksi semantiikaksi, meidén
on ensiksi eliminoitava joukko-opin kannalta katsoen epdméérdinen puhe “kaikista mah-

dollisista maailmoista”. Ilmauksella "mahdollinen maailma” emme tarkoita valttdméatta
maailmaa tavanomaisessa mielessé, vaan se voi viitata tarkoituksesta riippuen esimerkiksi

6



tilanteisiin ("situaatioihin”), asiaintiloihin, tapahtumakulkuihin, malleihin, struktuureihin
tai systeemeihin. Sanan "maailma’” sijasta voimmekin kayttad jotakin muuta nimitysté,
jos se tuntuu asianomaisessa yhteydessd luonnollisemmalta. Mahdolliset maailmat ovat
siis (nimityksestddn huolimatta) modaalilogiikan yhteydessa kisitteellisid ja teoriapitoi-
sia olioita, eivitkd metafyysisid kuten esimerkiksi Leibnizilla. Formaalissa semantiikas-
sa voimme menetelld yksinkertaisesti niin, ettd kussakin tarkastelukontekstissa sovimme,
millaista mahdollisten maailmojen kokoelmaa kaytdmme.

Toiseksi, meidén on otettava kantaa sithen, miten késitelld sisdkkéisid modaalioperaat-
toreita sisédltdvia kaavoja. Formaalissa logiikassa voidaan nimittdin muodostaa kaavoja,
joissa on rajoittamaton (joskin dérellinen) méaéra sisdkkéisia modaalioperaattoreita. Voim-
me tutkia esimerkiksi kaavaa OCOOC A, kun taas luonnollisessa kielessi ei ole mielekasté
kayttda vastaavaa ilmausta. Periaatteessa edella esitettya filosofista semantiikkaa voidaan
soveltaa sisdkkaisiin modaalioperaattoreihin etenemaélld vaiheittain. Téllainen menettely
heréttad jo filosofisenkin semantiikan kohdalla kysymyksen siitd, onko se, mikd on mah-
dollista tietyssd maailmassa, samalla tavoin mahdollista my6s muissa maailmoissa. Tun-
tuu luontevalta ajatella, etté eri tilanteissa meilld on erilaisia vaihtoehtoja. Formaalissa
semantiikassa voimme yksinkertaisesti sopia, mitkd mahdolliset maailmat ovat mahdolli-
sia kullekin tarkasteltavalle maailmalle. Talloin voimme tutkia myos tapauksia, joissa se,
mikéd on mahdollista, vaihtelee maailmasta toiseen.

Kun edelld esitetyt ndkékulmat otetaan huomioon, paadytdaan Kripke-kehykseksi kut-
suttavaan struktuuriin (W, R). Kripke-kehyksesséd W voi olla mika tahansa epatyhjé jouk-
ko ja R on (kaksipaikkainen) relaatio téssé joukossa. Joukko W vastaa filosofisen seman-
tiikan "kaikkia” mahdollisia maailmoja, ja kutsummekin W:n alkioita mahdollisiksi maail-
moiksi, vaikka ne joukko-opin kannalta ovat mitd tahansa abstrakteja entiteettejd. Relaa-
tio R méarittda kullekin maailmalle w € W, mitkd maailmat ovat (loogisesti) mahdollisia
wm suhteen, eli mitkd maailmat ovat w:n wvaihtoehtoja: jos w ja w’ ovat relaatiossa R
toisiinsa, jolloin merkitddn wRw’, niin w’ on mahdollinen suhteessa w:hen eli w:n vaih-
toehto. Voimme myos sanoa, ettd w’ on saavutettavissa maailmasta w. Graafisesti tatéa
tilannetta voidaan kuvata kuvion 1 digraafilla, jossa R osoittaa kaikki w:n suhteen mah-
dolliset maailmat. Samalla tavalla voitaisiin osoittaa kuvion avulla ne maailmat, jotka

W = {'UJ, Wi, Wa, W3, W4, w5}

Kuvio 1:

ovat mahdollisia suhteessa mihin tahansa muuhun joukon W maailmaan.

Jos tutkimme modaalista lauselogiikkaa, niin liitimme viela kehykseen valuaation P,
joka liittda jokaiseen lausemuuttujaan eli atomilauseeseen "totuusarvon” jokaisessa maa-
ilmassa w € W. Toisin sanoen se ilmoittaa kustakin lausemuuttujasta p ja maailmasta
w, onko p tosi vai epétosi w:ssd. Ndin paadytdan modaalisen lauselogiikan Kripke-malliin
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M = (W, R, P). Jos lause A on tosi mallin M maailmassa w, merkitsemme M, w F A, ja
jos epétosi, merkitsemme M, w ¥ A. Jos kontekstista on selvéé, missd mallissa M lausei-
den totuusarvoja tarkastellaan, voidaan myos merkitd lyhyemin w F A. Konnektiivien
totuusehdot mahdollisessa maailmassa mééaritellddn kuten tavallisessa lauselogiikassa; esi-

merkiksi:
M, wEAANB, jos M,wE Aja M,wE B;

M, wE —A, jos M,w ¥ A.

Vilttamattomyysoperaattorin totuusehto on seuraava:

M,w F OA, jos A on tosi jokaisessa maailmassa w’ € W, joka on w:n vaih-
toehto (siis jokaisessa maailmassa w’ € W, jolle wRw").

Nédemme, ettei meidén tarvitse vilittaa tassa yhteydessé niistd mahdollisista maailmoista,
jotka eivit ole mahdollisia maailman w suhteen.

Vastaavasti saamme mahdollisuusoperaattorille seuraavan totuusehdon:

M,w E CA, jos A on tosi jossakin maailmassa w’ € W, joka on w:n vaihtoehto.

Niistd modaalioperaattoreiden totuusehdoista seuraa, ettd operaattorit O ja & suhtau-
tuvat toisiinsa siten kuin edelld esitimme. Toisin sanoen, jos w on miké tahansa maailma,
niin

w FE OA, jos ja vain jos w F =O—A;
wE CA, jos ja vain jos w F -O—A.

Nyt voimme tarkastella myos sisdkkéisia modaalioperaattoreita sisdltdavien lauseiden to-
tuutta. Tutkittaessa esimerkiksi kaavan OO A totuusarvoa maailmassa w € W kysytdan
ensin, onko O A tosi kaikissa niissd maailmoissa w’ € W, joille wRw'. Tamén selvittami-
seksi tutkitaan, onko A tosi jossakin maailmassa w” € W, jolle w’ Rw”. Nyt siis w F OO A,
jos ja vain jos aina, kun wRw’, on olemassa sellainen maailma w”, ettd w' Rw” ja w” E A:



@

w

g

wl

Kripke-mallien vaihtoehtorelaatioilla voi olla tai olla olematta erilaisia relaation omi-
naisuuksia kuten vaikkapa refleksiivisyys, symmetrisyys ja transitiivisuus. Modaaliope-
raattoreiden (intuitiivinen) tulkinta ratkaisee joissakin tapauksissa sen, onko vaihtoehtore-
laatiolta syyta edellyttdd jokin ominaisuus vai ei. Toisaalta Kripke-semantiikkaa voidaan
tutkia myos vertailemalla systemaattisesti modaalilogiikan kaavojen ja vaihtoehtorelaa-
tion ominaisuuksien vélisid yhteyksid ilman, ettd edes annamme modaalioperaattoreille
mitddn intuitiivisia tulkintoja. Voimme esimerkiksi osoittaa, ettd kaava OA — A vas-
taa vaihtoehtorelaation refleksiivisyytta. Téllaisten vastaavuuksien tutkimista kutsutaan
korrespondenssiteoriaksi.

1.4 Todistusteoriasta

Tarkasteltaessa modaalilogiikkaa semanttisesti tutkitaan jossain mallissa tai mallien luo-
kassa tosien kaavojen joukkoa. Voimme tarkastella modaalilogiikkaa myds todistusteoreet-
tisesti eli syntaktisesti. T&lloin tutkitaan sellaisten kaavojen joukkoa, jotka ovat péatel-
tavissd annettujen periaatteiden avulla. Tarkastelemme seuraavaksi aksiomaattisia sys-
teemeja yleiselld tasolla. Esittelemme késitteet modaalilogiikan avulla, mutta ne olisivat
vahaisin muutoksin sovellettavissa esimerkiksi lause- ja predikaattilogiikan aksiomatisoin-
tien tarkasteluihin.

Olkoon L kaikkien kaavojen joukko tarkastelemassamme modaalilogiikan kielessa. Mo-
daalilogiikan aksioomasysteemilld tarkoitamme struktuuria & = (A, R), jossa A on jou-
kon L osajoukko ja R on joukko funktioita L™ — L, n € {1,2,3,...}. Joukon A alkioita
kutsumme aksioomiksi ja joukon R alkioita pddttelysddnndiks.

Aksioomat

Aksioomat voivat olla yksittiisia kaavoja. Vaihtoehtoisesti aksioomat voidaan esittai aksi-
oomaskeemoina kéyttamaélla niissd objektikielen atomikaavojen sijasta metavariaabeleja.
Kun aksioomaskeemassa jokainen metavariaabeli korvataan jarjestelmaéllisesti objektikie-
len kaavalla, saadaan (objektikieleen kuuluva) aksioomaskeeman instanssi.

ESIMERKKI 1. Aksioomaskeema
0(A— B) — (DA — 0OB) (K)
edustaa addretonta aksioomajoukkoa
{0(A — B) — (DA — OB) | A ja B ovat modaalilogiikan kaavoja }.

Tamén joukon alkiot, kuten esimerkiksi O(py — p2) — (Op1 — Ops), ovat aksioomaskee-
man (K) instansseja.



Jotta aksiomatisointi olisi mielekés, pitdd aksioomien (tai aksioomaskeeman kaikkien
instanssien) olla loogisesti tosia kaavoja. Tamén lisdksi joukolle A asetetaan yleensé seu-
raava ehto: kun on annettu kaava A, on oltava mahdollista (ainakin periaatteessa) selvit-
tda, onko voimassa A € A. Aksioomien joukon on siis oltava rekursiivinen eli on oltava
mahdollista esittdd algoritmi, jonka avulla voidaan ratkaista kysymys joukon A alkioista.
Kun aksioomia on vain darellinen madrd, mitdén ongelmia ei tdmén suhteen ole. Sama
koskee my0s déarellistd maardaa aksioomaskeemoja. Vaikka yhté aksioomaskeema vastaakin
ddreton madra sen instansseja, voimme esimerkiksi muodostamalla kaavan rakennepuun
todeta, onko se jonkin aksioomaskeeman instanssi vai ei.

Paittelysaannot

Padttelysddnnot ilmaisevat yleenséd, miten tietyistd skeemoista voidaan péadtelld tietty
skeema. Jos padttelysdannon » mukaan skeemoista A;, Ao, ..., A, voidaan péételld skee-
ma 7(Ay, As, ..., A,) = B, kyseinen péittelysdianto voidaan esittdéd seuraavasti:

AlaAZa"'aAn
B

tai Al,AQ,...,An/B.

Padttelysdantojen joukon R ja sen alkioiden r € R edellytetdén yleensé olevan aksioo-
mien joukon tavoin rekursiivisia. Kun on annettu kaavat By, ..., B,, A, on oltava siis mah-
dollista selvittéé, onko olemassa sellaista paattelysaantoda r € R, ettd r(By, ..., B,) = A.

Deduktio

Kaavan B deduktio eli todistus aksioomasysteemissi S = (A, R) on #érellinen jono
kaavoja By, ..., B, jossa jonon viimeinen kaava B,, = B ja jokainen jonon kaava B;
(1=1,2,...,m) toteuttaa jomman kumman seuraavista ehdoista:

e B, on aksiooma, ts. B; € A

e on olemassa sellainen paattelysaanto r € R, ettd r(B.
B

i1 Biza ) sz) = Bi, ja kaavat
i, Biy, ..., By, esiintyvét jonossa B;, Bs, ..., B; ennen kaavaa B;.

Talloin merkitdén g B ja kaavan B sanotaan olevan aksioomasysteemin S teoreema.
Voimme sanoa talloin myo6s, ettd B on todistuva tai pddteltdvissd systeemissid S. Jos
kontekstista kiy selville, ettd tarkoitamme aksioomasysteemid S (tai mikili ei ole vili,
mité erityistd aksioomasysteemi tarkastelemme), niin merkinnin "kg” sijasta voimme
kayttaa lyhytta merkintdaa "+

Aksioomasysteemin S madrdamaélld logiikalla 3 tarkoitetaan aksioomasysteemin S
teoreemojen joukkoa: 3 = { A | ks A }. Vaikka kahden aksioomasysteemin S; ja Sy teo-
reemojen joukot olisivatkin samoja, teoreemojen aktuaaliset todistukset voivat olla varsin
erilaisia niissi systeemeissé. Adritapauksessa jokin kaava voi olla yhden aksioomasystee-
min aksiooma (triviaalisti jokainen aksiooma on myos teoreema), mutta edellyttaa toisessa
aksioomasysteemisséd hyvinkin pitkdd ja monimutkaista deduktiota.

Tarkastelemissamme logiikoissa se, onko jokin kaava teoreema vai ei, riippuu vain kaa-
van loogisesta muodosta eiké esimerkiksi siitéd, mité kirjaimia on satuttu kdyttdmaéaéan siiné
esiintyville atomikaavoille. Juuri tasta syysté aksioomat voidaan esittda aksioomaskeemoi-
na. Jos aksioomaskeemoja ei kiyteté, on asetettava yhdeksi paéattelysddnnoksi universaali
substituutiosédénto (US) (ks. s. 37).

10



Deduktion késite voidaan maéaritella yleisemminkin ja puhua deduktiosta kaavajou-
kosta Aq, Ao, ..., A,. Talloin kaavan B deduktiossa By, B, ..., B, = B saa esiintyd myos

kaavoja A; (1 =1,2,...,n). Modaalilogiikassa kiytetddn kuitenkin esimerkiksi valttamét-
tomyyssaantoa
A
— RN
2 (RN)

jota saa soveltaa vain teoreemoihin. Témén padttelysdannon avulla saa siis padtelld teo-
reemasta p V —p teoreeman O(p V —p). Pelkiistd oletuksesta p ei kuitenkaan saa p#ételld
teoreemaa Op. Téstd syystd tarkastelemme modaalilogiikassa vain sellaisia deduktioita,
joissa ei kdyteta ollenkaan oletuksia, ja madrittelemme, ettéd kaava A on johdettavissa ak-
sioomasysteemissd S kaavajoukosta §2, jos Fs A tai jos on olemassa sellaiset joukon §2
alkiot Bl> BQ, cey Bn, etta "3 BlABgAABn—)A
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2 L-semantiikka

Lauselogiikan kaavojen totuusarvoja tosi (t tai 1) ja epdtosi (e tai 0) voidaan tutkia to-
tuustaulumenetelméillé ottamalla 1dhtokohdaksi seuraavat tutut konnektiivien totuustau-
lut:

A B -A ANB AV B A— B A+ B
t t e t t t t
t e e t e e
e t t e t t e
e e e e t t

Erilaiset semanttiset késitteet voidaan mééritella lauselogiikassa viittaamalla totuus-
tauluun. Jos kaavan A totuustaulun viimeiseksi saadussa pystyrivissd esiintyy vain to-
tuusarvo t, kaavan A sanotaan olevan tautologia. Lauselogiikassa pétee, ettéi

e kaava on loogisesti tosi, jos ja vain jos se on tautologia
e kaavat A ja B ovat loogisesti ekvivalentit, jos ja vain jos A <+ B on tautologia.

Lauselogiikassa voidaan muodostaa laskemalla totuustauluja, joissa totuusarvot méas-
raytyvat yksikésitteisesti alkuarvoista. Téten klassisen logiikan konnektiivit ovat totuus-
funktioita. Modaalioperaattorit eivit kuitenkaan yleensé ole totuusfunktioita. Tarkaste-
lemme esimerkking vélttamattomyysoperaattoria. Tuntuu luontevalta ajatella, ettd lause
ei voi olla vialttamétta tosi, jos se ei ole itsessdén tosi. Jos yritimme muodostaa operaat-
torin OA totuustaulun, saamme siis seuraavan alun:

A OA
t ?
e e

Mutta miké totuusarvo pitéisi asettaa kysymysmerkin tilalle? Jos A on vaikkapa lause
"Helsinki on Suomen péaikaupunki’; joka on tosi, niin OA on epétosi, silld A on satunnai-
sesti tosi. Toisaalta, jos A on tosi lause "Tampere on tai ei ole Suomen péadakaupunki’, OA
onkin tosi, silld nyt lauseen A totuus on loogisesti valttdméaton. Kysymysmerkki edelld
olevassa totuustaulussa pitéisi siis korvata seké kirjaimella t ettd e. Téastd ndhdéadn, ettei
valttaméattomyysoperaattorille voi esittdd vastaavanlaista totuustaulua kuin konnektiiveil-
le. Vilttaméttomyysoperaattori ei siis ole totuusfunktio. Sama pitédéd paikkansa muistakin
modaalioperaattoreista. Tatéa seikkaa pidetddn usein sen merkkiné, ettei modaalilogiik-
ka ole "ekstensionaalista” vaan "intensionaalista”. Modaalilogiikan semantiikkaa ei voi siis
kehitelld samalla tavalla totuustaulujen avulla kuin lauselogiikan semantiikkaa, vaan tar-
vitaan toisenlainen, modaalilogiikan intensionaalisen luonteen huomioiva semantiikka.

Ennen Kripke-semantiikan tarkempaa késittelyé tarkastelemme yksinkertaistettua se-
mantiikkaa, jossa jokainen maailma on jokaiselle toiselle maailmalle vaihtoehtoinen. Sen-
kin formaali ja systemaattinen esitystapa on perdisin Kripkeltd, mutta sen perusidean
voi katsoa olevan perdisin Leibnizilta. Kdytdmmekin tédstd semantiikasta nimitysta L-
semantiikka.
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2.1 L-malli

L-malli M muodostuu epétyhjéastd joukosta W ja kuvauksesta P, joka liittdd jokaiseen
lausemuuttujaan p; joukon W osajoukon. Intuitiivisesti W tulkitaan mahdollisten maail-
mojen joukoksi ja kuvaus P ilmaisee, missd maailmoissa lausemuuttuja p; (i = 1,2,3,...)
on tosi. Matemaattisesti ilmaistuna L-malli on jérjestetty pari (W, P), jossa W # () ja
P on kuvaus joukolta {pi,p2,ps,...} joukkoon P(W). Siis esimerkiksi P(p;) C W ja
w € P(p1), jos (ja vain jos) p; on tosi maailmassa w. Kun asiayhteydestd on selvii, ettd
puhumme L-malleista, puhumme usein lyhyesti vain malleista. Kdytdmme luvussa 1.3 esi-
teltyja merkintoja "M, w E A” ja "M, w E A” kaavan A totuudelle ja epédtotuudelle mallin
M maailmassa w. Voimme jattdd usein mainitsematta mallin M ja kayttda lyhyempid
merkintoja "w E A” ja "w E A”.

ESIMERKKI 2. Olkoon M = (W, P), jossa

W = {wl,wg,wg,w4},
P(p) = {wi},
P(p2) = 0,
P(ps) = W ja
P(p;)) = {wi,ws}, kuni=456,...

Mallissa M lausemuuttuja p; on tosi maailmassa wq, silli w; € P(p;), mutta epétosi
muissa maailmoissa; py ei ole tosi missddn maailmassa, ps on tosi jokaisessa maailmassa
ja esimerkiksi ps on tosi maailmoissa w; ja ws ja epétosi maailmoissa wy ja wsy.

Kaavoissa esiintyy aina vain dérellinen méaré lausemuuttujia. Malleissa riittédkin esit-
taa arvot P(q) vain niiden lausemuuttujien ¢ kohdalla, jotka esiintyvét kulloinkin tarkas-

telun kohteena olevissa kaavoissa.
Olkoon M = (W, P). Télloin siis

M,wE p; < we P(p).

Lauselogiikan konnektiiveilla muodostettujen yhdistettyjen kaavojen totuudet masrayty-
vat mahdollisissa maailmoissa seuraavasti:

MwE-A & MwEA,

MwEAANB & MwkEAjaMuwEB,
M,wEAVB < MuwEAtal M,wkF B,
M,wFA—-B < MwkFAtai M,wE B,
M,wEFA+ B < joko MwE AjaMwkEB

tai M,w ¥ Aja M,w ¥ B.

Néamé konnektiivien totuusehdot vastaavat konnektiivien totuustauluja eli konnek-
tiivien tavanmukaisia klassisia tulkintoja, ja kutsumme néitéd totuusehtoja noudattavia
maailmoja klassisiksi maailmoiksi. Konnektiivien totuusfunktionaalisuus eli ekstensionaa-
lisuus ilmenee nyt siten, ettd yhdistetyn lauseen totuusarvo jossakin maailmassa riippuu
vain sen alikaavojen totuudesta tésséd samassa maailmassa, eiké alikaavojen totuusarvolla
muissa maailmoissa ole merkitysta.
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ESIMERKKI 3. Olkoon M = (W, P), jossa W = {wy, ws, w3, ws}, P(p) = {wy,ws} ja
P(q) = {wsy, w3}. Talloin esimerkiksi

M,wy Ep, M,wi, Fq, M,wi Fp-—q,
M,wy Fp, M,wy, Eq, M,wys FpVag,
M, w3 Ep, M,ws3 Eq, M,wg EpAg,
M,wy BFp, M,wy ¥Fq, M,wy, Fp<q.

Tami tilanne voidaan esittdd graafisesti:

e ¢ N q
pVgqg —(pAg) pVg —(pAq)
§WFW)ﬁ@H® \g%qﬁwﬁw

w4/ —lp —|q
=(pVaq -(pAq)

— <
P21 P

Kaavan A totuusjoukolla mallissa M tarkoitamme sitd mallin M mahdollisten maa-
ilmojen joukkoa, jossa kaava A on tosi. Téatéa joukkoa {w € W | M,w E A} kutsutaan
myos kaavan A madradmaksi propositioksi mallissa M. Totuusjoukko riippuu siis mallista
ja kaavasta. Kiytidmme sille merkintii || A]|™. Lausemuuttujaa p; vastaava totuusjoukko
|p:||* mallissa M = (W, P) on P(p;). Kaavan A, joka ei ole lausemuuttuja, totuusjoukko
saadaan joukko-opillisilla operaatioilla sen alikaavojen totuusjoukoista (harjoitustehtava).

ESIMERKKI 4. Tarkastellaan esimerkin 3 mallia M. Seuraava taulukko esittdi erdiden
kaavojen totuusjoukkoja téssd mallissa.

kaava A kaavan totuusjoukko || A||M
p {ws, ws}
q {w2, ws}
-p {w2, w4}
q {wi, wa}
PAg {ws}
PV {wy, wa, w3}
p—q {ws, w3, w4}
D < q {ws, wy}

Kaavojen OA ja ¢ A totuus maailmassa w riippuu kaavan A koko totuusjoukosta:

M,wEOA &Yu eW: M,w'E A,
MwEOCA < 3w eW: M,w'E A.

Kaava OA on siis tosi maailmassa w, jos ja vain jos kaava A on tosi jokaisessa mahdollisessa
maailmassa, eli kun ||A||M = W. Kaava ©A on tosi maailmassa w, jos ja vain jos on
olemassa ainakin yksi sellainen maailma w’ € W, jossa A on tosi, eli kun ||A[|* # 0.
Némé kaavojen OA ja CA totuusehdot vastaavat médritelmad CA =4 ~O-A.
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Totuusmadritelméamme perusteella kaavalla OA on sama totuusarvo kaikissa mahdol-
lisissa maailmoissa. Samoin on kaavan <A kohdalla. Niiden totuusjoukot ovat aina joko
kaikkien mahdollisten maailmojen joukko W tai tyhja joukko 0:

W, jos ||A|M =W,
||DAHM :{ J H H

() muulloin;

0, jos ||A|M =0,
[CA|M :{ jos [IA]

W muulloin.

Tamaé yksinkertaistaa huomattavasti semanttisia tarkasteluja. Varsinaisessa Kripke-semantiikassa
kaava OA (ja ©A) voi olla tosi jossakin maailmassa ja epétosi jossakin toisessa.

ESIMERKKI 5. Olkoon W = {wy, wy, w3, w4} ja olkoon M = (W, P) sellainen malli, etti
|A|M =W, || BIM = {wy,ws} ja |C||M = 0. Téllsin

[oAlM =w, BB =0, [oB|M =W, [oC|=0:

wq Wa

w3 Wy

2.2 [L-validisuus

Olkoon M = (W, P) L-malli. Jos M,w F A jokaisessa maailmassa w € W eli [|A||M =W,
niin sanomme kaavan A olevan validi mallissa M ja merkitsemme M E A. Jos A on validi
jokaisessa L-mallissa M, niin sanomme kaavan A olevan L-validi ja merkitsemme F; A.

Jos A ei ole validi mallissa M, merkitsemme M F A, ja jos A ei ole L-validi, merkitsemme
Fr A.

ESIMERKKI 6. Olkoon M = (W, P), jossa W = {wq,ws}, P(p) = {wy,ws} ja P(q) =
{w1}. Koska M, w; E pVqja M,ws E pVg, niin M E pVq. Kaava pVq on siis validi mallissa
M. Muita mallissa M valideja kaavoja ovat mm. Op ja O(p V q). Toisaalta esimerkiksi
mallissa M' = ({w;}, P'), jossa P'(p) = P'(q) = 0, pétee, ettd M' ¥ pV q, M' ¥ Op ja
M'"E O(pV q). Mikéén kaavoista p V ¢, Op ja O(p V q) ei siis ole L-validi.
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P q Op p g Op
pVyq O(pVq) pVyg O(pVq)
pV-p  O(pV-p) )\ pV-p O(p V —p)
M/
wq

-p  —g  —Op

=(pVa) -0(p V q)

pV-p O(p V —p)

Kaava p V —p sen sijaan on validi sekd mallissa M ettd M’. On helppo ndhdi, etté se
on validi missé tahansa L-mallissa. Tautologia pV —p on siis L-validi. Selvésti myos kaava
O(p V —p) on L-validi.

ESIMERKKI 7. Osoitamme L-validiksi kaavan
(T) 0A — A,

jossa A on mikd tahansa kaava. Olkoon M = (W, P) L-malli ja w € W. Jos M, w ¥ OA,
niin implikaation totuusehtojen mukaan M,w F 0OA — A. Jos taas M,w F OA, niin
M,w" E A aina, kun w’ € W. Erityisesti valitsemalla w’ = w saadaan, ettd M,w E A.
Talloinkin siis M, w F OA — A. Koska w € W on tésséd mielivaltainen, niin M F OA — A.
Koska myoskéadn L-mallista M ei oletettu mitdén erityistd, niin F;, OA — A.

OA tosi w OA

Esimerkin 6 yhteydessé totesimme, ettd kolmannen poissuljetun laki pV—p on L-validi.
Seuraavassa esimerkisséd tarkastelemme de Morganin sddnnon mukaista tautologiaa.

ESIMERKKI 8. Osoitamme kaavan —=(A A B) <> =A V =B validiksi. Olkoon M = (W, P)
L-malli jaw e W.

Oletamme ensin, ettd M,w E —(A A B). Siis M,w ¥ A A B, joten M,w ¥ A tai
M,w ¥ B. Siis M,wFE —-A tai M,w FE =B. Taten M,wE AV —B.

Oletamme sitten, ettd M, w ¥ ~(AAB). Siis M,wE AANBeli M,wE Aja M,wE B.
Taten M, w ¥ —A ja M,w ¥ —B. Tésté seuraa, ettid M, w ¥ ~AV —B. (Téssé olisi voinut
olettaa vaihtoehtoisesti, ettd M, w F —AV =B, ja todistaa viite M, w F =(A A B).)

Tautologiat ovat tosia jokaisessa (klassisessa) mahdollisessa maailmassa, joten ne ovat
L-valideja:
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Lause 1. Jos A on tautologia, niin A on L-validi.

Emme todista téssd yleisesti, ettd jokainen tautologia on (L-)validi, vaan tyydymme
havainnollistamaan sité, miten tdma voitaisiin perustella. Pyrittdessé osoittamaan kaavaa
—(AAB) <> 2AV-B validiksi olisi mahdollista edetd myos suoraviivaisemmin kuin edellé.
Voisimme tutkia neljaé eri mahdollisuutta,

M,wEA ja MwEB,
M,wEA ja M wFB,
MwEA ja M wEB,
M,wFEFA ja M wkFB,

ja todeta, etté kaikissa tapauksissa
M,wE =(ANB) < —-AV-B.

Yleistden voidaan todeta, ettd annetussa kaavassa A esiintyvit lausemuuttujat ¢, ¢a, .. .,
qi sallivat 2F erilaista totuusarvoyhdistelméé jossakin maailmassa w. Kaavan A totuusar-
vo maailmassa w méaédraytyy yksikésitteisesti néista totuusarvoista. Jokainen totuusarvo-
yhdistelmi vastaa yhtd vaakarivid 2% rivid sisiltdvissd totuustaulussa. On intuitiivisesti
selvéd, ettd jos A on tautologia, niin esimerkiksi téalld tavoin menetellen on mahdollis-
ta osoittaa A validiksi kaavaksi. Myohemmin esitdmme tasmaéllisen todistuksen sille, etté
tautologiat ovat valideja myos yleisemmin Kripke-semantiikassa.

Esimerkissd 6 totesimme, ettéd kaava p V —p on validi. Se on siis tosi jokaisessa maa-
ilmassa ja tdten myos kaava O(p V —p) on L-validi. Padttelyd voidaan jatkaa edelleen:
0o(p V —p), OOO(p V —p) jne. ovat L-valideja. Yleisesti onkin voimassa seuraava lause.

Lause 2. Jos A on L-validi, niin myés OA on L-validi.

Todistus. Olkoon M = (W, P) L-malli ja w € W. Koska A on validi, niin M, w’ F A aina,
kun w’ € W. Siis M, w E OA. Taten F; OA. O

Tamaé ja seuraava tulos ovat yleisesti voimassa myos Kripke-semantiikassa.

Lause 3. Kaava
0(A— B) — (DA — 0OB) (K)

on L-validi.

Todistus. Olkoon M = (W, P) L-malli ja w € W. Jos M,w ¥ O(A — B), niin (K):mn
implikaatio on tosi. Jos M, w ¥ OA, niin M, w F OA — OB ja talloinkin (K ):n implikaatio
on tosi.

Oletamme sitten, ettd M,w F O(A — B) ja M,w F OA. Olkoon w’ € W. T&llin
M,w' E A — B ja M w E A. Implikaation totuusehdon perusteella M,w’ E B. Siis
M,w F OB. Téten

FL O(A— B)— (0DA — OB).

O

Osoitamme seuraavaksi muutaman implikaation L-validiksi. Todistettaessa implikaa-
tiota A — B validiksi voidaan olettaa rajoituksetta, ettd M,w E A. Jos nimittdin
M, w ¥ A, niin implikaation totuusehtojen perusteella M, w F A — B. (Yll4 esitetyssékin
todistuksessa olisimme voineet olettaa suoraan, ettd M, w F O(A — B) ja M,w F OA.)
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Lause 4. Alla olevat kaavat ovat L-valideja:

O0A — OA, (D)
0A — A, (T)
A — OCA, (B)
0OA — O0OA, )
)

—~
N

CA — OCA. 3

Todistus. Olkoon M = (W, P) ja w € W. Kaava (D): Oletamme, ettd M,w E OA; siis
M E A, jatédten triviaalisti Jw’ € W: M, w' E A; siis M, w F OA. Kaava (T') on todistettu
validiksi esimerkissé 7. Kaava (B): Oletamme, ettd M, w E A; télloin M, w' F GA aina,
kun w' € W; siis M, w F OCA. Kaavat (4) ja (5): harjoitustehtava. O

Systeemi S5

Kutsumme kaikkien L-validien kaavojen muodostamaa joukkoa { A | Fr, A} systeemiksi
S5 (vrt. s. 40). Systeemi S5 sisaltaé siis esimerkiksi kaikki tautologiat, seka kaikki lausei-
den 3 ja 4 mukaiset kaavat. Jos jokin kaava A kuuluu systeemiin S5, niin lauseen 2 perus-
teella myos kaava OA kuuluu systeemiin S5. Siten esimerkiksi O(Op — p), OO(Op — p)
jne. kuuluvat systeemiin S5. Tarkastelemme lopuksi paria esimerkkié kaavoista, jotka ei-
véat ole L-valideja eivétka siis kuulu systeemiin S5.

ESIMERKKI 9. Olkoon W = {wy,wy}, P(p) = {wa}.

w1
-p

Op w2

~(Op = p)

Talloin M, ws E p ja tdten M, w; F Op. Mutta M, w, ¥ p. Siis M,w; ¥ Op — p, joten

ESIMERKKI 10. Olkoon W = {wy,ws}, P(p) = {w1}, P(q) = {wa}.

wh
P —q
Wa
Op <q D q
—pNg) ~O(pAQ) =(p A q)

~(Op A Og— O(pAq))

Talloin M, wq E p ja M,ws F q, joten M,w; F Op ja M, w; F <q. Toisaalta M, w, # pAq
ja M wqe ¥ p A q, joten M,wy; ¥ O(p A q). Siis M,w, B Op A<Og — O(p A q) ja titen
ELOopAOqg— O(pAg).

2.3 Looginen ekvivalenttisuus

Jos ekvivalenssi A <> B on L-validi, sanomme kaavojen A ja B olevan loogisesti L-
ekvivalentteja ja merkitsemme A = B. Yksinkertaisuuden vuoksi alaindeksin voi tésta
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jattaa pois, jos asiayhteydestd on selvéd, etté késitelladn L-semantiikkaan tai jos esitetyt
tulokset patevit yleisesti myos Kripke-semantiikassa (tai vield yleisemmin).

Kuten johdannossa totesimme, operaattori & maééritellddn usein operaattorin O du-
aalioperaattoriksi. Valitsimme kuitenkin kielemme perussymboleiksi seké operaattorin O
ettd operaattorin <, joten meidén pitdd todistaa tatd madritelmas vastaava looginen ekvi-
valenttisuus.

Lause 5. Olkoon A kaava. Tdlloin
CA =, "O0-A ja 0A =1, -CO-A.

Todistus. Olkoon M = (W, P) L-malli ja w € W. Oletamme ensin, ettd w F G A. Jossakin
maailmassa siis w’ E A. Mutta talloin w’ ¥ —A, joten w ¥ O-A eli w E —-O-A.
Oletamme sitten, ettd w F —-O—-A. Téten ei voi olla niin, ettd kaikissa maailmoissa
w’' E —A. Koska siis ainakin yhdessid maailmassa w’ F A, niin w F OA.
Olemme néin osoittaneet, ettd M, w F CA <> -0 A. Koska mallista M ja maailmasta
w ei oletettu mitddn erityistd, niin titen GA = —O-A. Vastaavaan tapaan osoitetaan,
ettd OA = ~-O—A (harjoitustehtéavé). O

Seuraavan lauseen todistuksen jatdmme harjoitustehtéiviksi.

Lause 6. Jos A = B, niin ||A|™ = ||B||* jokaisessa L-mallissa M. Kidntden, jos
jokaisessa L-mallissa M pitee, etti ||A||* = ||B||M, niin A =1, B.

Alla olevat tulokset péatevit L- ja Kripke-semantiikan lisiksi myos ei-modaaliselle
lause- ja predikaattilogiikalle (lauselogiikassa looginen ekvivalenttisuus tarkoittaa yksin-
kertaisesti sité, ettd vastaava ekvivalenssi on tautologia).

Lause 7. Looginen ekvivalenttisuus on ekvivalenssirelaatio:

A= A aina, kun A on kaava;
jos A= B, niin B = A,
jos A=B ja B=C, niin A=C.

Looginen ekvivalenttisuus on siis refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen relaatio
kaavojen joukossa. Transitiivisuus yleistyy muotoon

jos Ay =Ag, Ay = Asz,..., A1 = Ag, niin A = A;.

Tamaé oikeuttaa kaavojen vaiheittaisen muuntamisen ekvivalenttiin muotoon. Pyrittaessé
osoittamaan, ettd kaavat A, ja A, ovat loogisesti ekvivalentteja, etsitdan sopivia vélittavia
kaavoja A;, (1 < ¢ < k) esimerkiksi lauselogiikan ekvivalenttisuuksien tai seuraavien
modaalilogiikan ekvivalenttisuuksien avulla:

-OCA =04, -0A = O-A.
Voimme todistaa ndma kaksi sdéntod toteamalla, etta
-OCA=-—-0-A=0-4
ja
-0A =04 =04,
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Siis negaation voi siirtdd modaalioperaattorin O ja < yli, jos muuttaa modaalioperaattorin
toiseksi. Nama modaalilogiikan loogiset ekvivalenttisuudet ovat analogisia predikaattilo-
giikan tuloksille

—JzP(x) = Vax—P(x) ja —VaP(z) = Jx—P(x).
ESIMERKKI 11.

-000C0A =000l =--- = 00004,
—0(AV B)=0-(AV B) =0(-AAN-B),
-O(A—= B)=0-(A— B)=0-—~(AA-B)=0(AA-B).

Kun totesimme edelld, ettd —0A = -0—-—A, kiytimme hyviéksi tietoa, ettd alikaavat
A ja —=—A ovat loogisesti ekvivalentteja (lauselogiikassa). Méadrittelemme myohemmin
tasmaéllisesti alikaavan késitteen, mutta intuitiivisesti on ilmeisté, mité silla tarkoitetaan.

Ennen ns. korvaussdadnnon esittelyéd luonnehdimme, mité sijoituksella tarkoitetaan lo-
giikassa. (Myohemmin sijoituksen kisite méadritelladn tdsméallisemmin: ) Olkoon A kaa-
va, jossa mahdollisesti esiintyy lausemuuttuja p (eli p on mahdollisesti A:n alikaava).
Talloin voidaan merkiti A = A[p]. Jos B on kaava, niin Alp/B] tarkoittaa kaavaa,
joka saadaan kaavasta A korvaamalla siind jokainen lausemuuttujan p esiintymé kaa-
valla B. Jos p ei esiinny kaavassa A, sijoitus on tyhji ja saadaan kaava A itse. Si-
joituksella Alq1/Bi1,q2/Bo, ..., q./ By tarkoitetaan kaavaa, joka saadaan kaavasta A =
Alq1, o, - - -, qx] korvaamalla samanaikaisesti jokainen lausemuuttujan g; esiintymé kaaval-
la B; (1 =1,2,...,k). Sijoitus voidaan méaéritelld myos yleisemmin siten, ettd lausemuut-
tujien sijasta korvataan muitakin alikaavoja.

Edella on kaavoja muunneltaessa sovellettu periaatetta

D= E = Alp/D] = Ap/E,

jota kutsumme korvaussdadannoksi (rule of replacement, REP). Todistamme tdmé&n menet-
telyn myohemmin oikeutetuksi (lauseessa 8 s. 24).

L-semantiikan mukaan A on valttdmétta tosi, jos A on tosi kaikissa maailmoissa. Té-
mé tarkoittaa sité, ettd jos OA on tosi maailmassa w, niin se on tosi jokaisessa muussakin
maailmassa. Mutta t&lléin myos OOA on tosi maailmassa w (ja myos kaikissa muissa maa-
ilmoissa). Kaantéden, jos OOA on tosi maailmassa w, niin OA on tosi kaikissa maailmoissa
ja siis erityisesti myos maailmassa w. Koska siis M, w F OA, jos ja vain jos M,w F OOA,
niin

0A =, OOA.
Koska lause on L-semantiikan mukaan mahdollisesti tosi, jos se on tosi ainakin yhdessé
maailmassa, saamme (harjoitustehtédvi) myos seuraavat ekvivalenttisuudet:

OCOCA =, OA, O0CA =, OA, OOA =1 DA.

Induktiolla "boksien” ja "timanttien” lukuméérin suhteen on helppo todistaa, etté

oo---gA=,p00---gA=;---=; OA.
d , L\ , L L
k kpl k—1 kpl
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ja
OO OA =, OA.

Yleisemmin miké tahansa peridkkéainen jono bokseja ja timantteja "sievenee” yhdeksi bok-
siksi tai yhdeksi timantiksi. L-semantiikassa perdakkéisten modaalioperaattoreiden késit-
teleminen onkin paljon yksinkertaisempaa kuin Kripke-semantiikassa.

Sekd L-semantiikassa ettd Kripke-semantiikassa pétee, ettd O(A A B) = 0OA A OB.
Seuraavassa esimerkissd yleistdmme tdméan kaavan induktiolla.

ESIMERKKI 12. Oletetaan tunnetuksi, ettd 0O(A; A Ay) = 0A; A OA,. Osoitamme in-
duktiolla luvun n suhteen, etté yleisemmin

O(ATANANA - NA,) =04 AOA A --- ANDOA,.

Viite on siis voimassa, kun n = 2. Teemme induktio-oletuksen, ettd se on voimassa, kun
n =k > 2. Talloin siis

D(Al/\AQ/\"'/\Ak/\Ak_H)
= D((Al/\Ag/\"'/\Ak)/\Ak_H)

n

QD(Al/\Ag/\-~-/\Ak)/\DAk+1

o

(OA; ADAy A -+~ AOAR) AOALG
OA; AOAs A --- AOAL A DAk—i—l-

Huomaa, etté tédsséd kdytimme hyviksi myos korvaussdantoa ja tietoa konjunktion liitdn-
néisyydesté.
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3 Todistus induktiolla kaavan pituuden suhteen

Logiikassa sovelletaan induktiotodistuksen periaatetta usealla tavalla. Edella kdytimme
tavanmukaista luonnollisten lukujen induktioperiaatetta. Késittelemme téssé induktiota
kaavan pituuden suhteen ja myohemmin esittelemme induktiotodistuksen deduktion pi-
tuuden suhteen.

Induktiotodistukset kaavan pituuden suhteen edellyttivét, ettd modaalilogiikan kieli
on téasméllisesti méaaritelty. Todistusten lyhentdmiseksi kannattaa rajoittua jatkossa tar-
kastelemaan kielté, jonka perussymboleina ovat sulkujen ja lausemuuttujien liséksi vain
konnektiivit = ja A seké valttdmattomyysoperaattori 0. Témén kielen kaavanmuodostus-
saannot ovat seuraavat:

1. Lausemuuttujat py, ps, ps, ... ovat kaavoja.

2. Jos A on kaava, niin = A on kaava.

3. Jos A on kaava, niin OA on kaava.

4. Jos A ja B ovat kaavoja, niin (A A B) on kaava.
5. Muita kaavoja ei ole.

Mahdollisuusoperaattorin < ja lauselogiikan muut konnektiivit méérittelemme seu-
raavasti:

CA =def _|D_|A,
AV B =gy —(=A A -B),
A— B =g ~(AA-B),

A+ B =def _\(A N _\B) A _\(B AN _\A)

Kun haluamme todistaa, ettéd kaikilla modaalilogiikan kaavoilla on jokin ominaisuus
O, kaavanmuodostussdannot oikeuttavat seuraavan todistustekniikan, jota kutsutaan in-
duktioksi kaavan pituuden suhteen:

1. Osoitetaan, ettd lausemuuttujilla on ominaisuus O.

2. Tehd&dan induktio-oletus, ettd kaavoilla A ja B on ominaisuus O ja osoitetaan in-
duktioaskeleessa, etta
(a) kaavalla =A on ominaisuus O,
(b) kaavalla OA on ominaisuus O,

(c) kaavalla A A B on ominaisuus O.

3. Induktioperiaatteen mukaisesti talloin voidaan todeta, etté kaikilla kaavoilla on omi-
naisuus O.

Sen liséiksi, ettd kielen induktiivinen eli rekursiivinen méérittely oikeuttaa induktiol-
la tapahtuvat todistukset, se myos mahdollistaa monen loogisen késitteen rekursiivisen
madrittelemisen.
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3.1 Induktiivisia mairitelmia

Totuusmaédritelmét ovat tyyppiesimerkkejd induktiivisista méaaritelmistéa. Totuuden liséksi
myo6s useimmat muut logiikan peruskésitteet voidaan mééaritelld induktiivisesti.

Kun A on jokin lausemuuttujasta poikkeava kaava, niin se muodostuu osista, joita
kutsutaan kaavan A alikaavoiksi. Jos ndmé alikaavat eivét ole lausemuuttujia, niin voi-
daan edelleen muodostaa niiden alikaavat jne. MyoOs kaavaa itsedédn kutsutaan itsensé
alikaavaksi ja alikaavojen alikaavat tulkitaan myos alkuperdisen kaavan alikaavoiksi. Taté
prosessia, jossa lihdetadn liikkeelle kaavasta A ja etsitddn sen kaikki alikaavat padtyen
lopulta kaavassa esiintyviin lausemuuttujiin, voidaan havainnollistaa kaavan rakennepuul-
la. Rakennepuu muodostetaan ylhéaltd alaspédin aloittaen kaavasta A, mutta valmista
rakennepuuta voidaan lukea myo6s alhaalta ylospéin, jolloin ndhdéén, miten kaava A on
muodostettu vaihe vaiheelta kaavanmuodostussiddntojen avulla lausemuuttujista aloitta-
malla. Seuraavissa rakennepuissa on kaavoista jatetty pois kaikki ne sulut, jotka tehtyjen
sopimusten perusteella voidaan jattaa pois.

ESIMERKKI 13. Kaavan A = (Op — (g A r)) rakennepuu on seuraava:

Op — g A r

/N
Op Oqg N or
| N
P Oq r
|
q

Kaavan A alikaavat ovat siis kaava A itse, Op, OgAr, kaavan Op alikaava p, kaavan OgAr
alikaavat r ja $g sekd jalkimméisen alikaava q.

Nédemme rakennepuusta myos, miten kaavanmuodostussdéantojen avulla voidaan osoit-
taa kaavan A todella olevan kaava:

1. Koska q on kaava, g on kaava.
2. Koska r ja g ovat kaavoja, $g A r on kaava.
3. Koska p on kaava, Op on kaava.

4. Koska Op ja g A r ovat kaavoja, Op — <g Ar eli A on kaava.
ESIMERKKI 14. Kaavan A = (Dp — (g A r)) rakennepuu on seuraava:

Op — <O(g A r)
N

dp Olg N )
b oa A

N
q r
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Rakennepuu ja alikaavojen joukko voidaan mééritelmé tdsméllisesti induktiolla.
Sivulla 20 esiteltiin sijoituksen késite. Sen induktiivinen méaritelmé on seuraava:

B;, jos3die{l,2,....k}:p=gq,
P muulloin,
[%/Bl,---,%/Bk]),
[%/Bl,---,%/Bk]),
1/Bi, ... qr/ Bk
Clq1/Ba, - - -, qx/ Bgl.

Seuraavaksi todistamme induktiolla, ettd korvaussdanto sailyttaa validisuuden.

p[(h/Bl, .- ,Qk/Bk] =

(OB)[¢:1/Bi,...,ax/Br] = O(B
(=B)lq:/Bi,. ., qx/Be] = (B
(BAC)[a1/By, .- ax/Br] = Blg

3.2 Korvaussdintoé semanttisesti
Kaavoja muunneltaessa olemme soveltaneet korvaussadntod (s. 20)
jos D = E, niin A[p/D] = Alp/E]. (REP)

Tassa alaluvussa todistamme tdmén menettelyn oikeutetuksi. Erés yksinkertainen versio
korvaussddnnosta on ekstensionaalisuussaantod

A=B=0A=0B. (RE)

Saantd (RE) on voimassa sekd L- ettd Kripke-semantiikassa (Kripke-semantiikan osalta
ks. lause 12 s. 31). Korvaussidanto voidaan todistaa jokaisessa semantiikassa, jossa sdantod
(RE) ja lauseen 8 todistuksesta ilmenevit lauselogiikan loogiset ekvivalenttisuudet ovat
volmassa.

Lause 8. Olkoon A jokin kaava seki D ja E sellaisia kaavoja, etté D = E. Tdilloin
Alp/D] = Alp/ E].
Todistus. Oletamme, ettd D = FE ja kdytdmme induktiota kaavan A pituuden suhteen. Jos
A = p, niin Alp/D] = D ja Alp/E] = E. Jos taas A = q # p, niin A[p/D] = q = A[p/E].
Kummassakin tapauksessa siis A[p/D] = Alp/FE]. Taten viite on voimassa, kun A on
lausemuuttuja.

Teemme seuraavaksi induktio-oletuksen, ettd B|p/D] = B[p/FE] ja Clp/D] = C[p/E].
Tarkastelemme ensin tapausta A = —B. Lauselogiikan perusteella (harjoitustehtéva)
induktio-oletuksesta seuraa, etta

Alp/D] = =B[p/D] = ~B[p/E] = Alp/E].

Tarkastelemme sitten tapausta A = BAC. Lauselogiikan perusteella (harjoitustehtéivéi)
induktio-oletuksesta seuraa, etté

Alp/D] = Blp/D] A C|p/D] = Blp/E| N C[p/E] = Alp/ E],

joten téssikin tapauksessa A[p/D] = Alp/E].
Lopuksi tarkastelemme tapausta A = OB. Saannon (RE) perusteella induktio-oletuksesta

seuraa, etta
Alp/D] = 0Blp/D] = 0B[p/E] = Alp/E].

Olemme néin todistaneet véitteen A[p/D] = Alp/E]. O
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Korvaussdannossa ei edellyteté, ettd kaavassa A pitéisi jokainen kaavan D esiintymé
korvata kaavalla F. Olkoon nimittdin D = E ja A* jokin kaava, joka on saatu kaavasta A
korvaamalla joitakin (ehké kaikkikin) kaavan D esiintymét kaavalla E. Valitaan sellainen
lausemuuttuja p, joka ei esiinny kaavassa A, ja korvataan lausemuuttujalla p ne kaavan
D esiintymaét, jotka kaavassa A* on korvattu kaavalla E. Olkoon néin saatu kaava A'[p].
Talloin triviaalisti A = A'[p/D] ja A* = A’[p/E] ja korvaussddnnon perusteella A'[p/ D] =
A'lp/E] eli A= A*. Voimme siis esittdd korvaussddnnon myos seuraavasti:

Jos D = F ja kaava A* saadaan kaavasta A korvaamalla siiné yksi tai useampi
kaavan D esiintymé kaavalla F, niin A = A*.
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4 Kripke-semantiikka

Lisddmme nyt L-semantiikan ilmaisukykyé johdannossa luonnehditulla tavalla niin, etté
voimme puhua kaikkien mahdollisten maailmojen ohella myé6s kaikista yksittédisen maail-
man suhteen mahdollisista maailmoista.

4.1 Kripke-mallit

Kripke-malli saadaan siis lisédmélla L-malliin (W, P) relaatio R: Kripke-malli on struk-
tuuri M = (W, R, P), jossa W on epéityhja joukko, R C W x W ja P on kuvaus
{p1,p2,p3, ...} — P(W). Kutsumme Kripke-mallia lyhyesti K-malliksi ja sen osastruk-
tuurina olevaa Kripke-kehystd (W, R) K -kehykseksi.

Oletamme maailmojen olevan klassisia, joten konnektiivit noudattavat samoja totuus-
ehtoja kuin L-semantiikassa (ks. s. 13). Modaalioperaattoreiden totuusehdot ovat seu-
raavat (kyseessd ovat samat totuusehdot kuin johdannossa esitetyt, mutta esitystapa on
hieman formaalisempi):

M,w FOA, josVw € W: wRw' = M,w' F A,
M,w ECA, jos Jw € W: wRw' ja M,w' E A.

Huomaa, ettd jalkimméinen totuusehto on johdettavissa edellisestd mééritelmin CGA =
—O0-A avulla.
Samoin kuin L-malleissa (s. 14), myos K-malleissa M pétee totuusjoukoille, ettéd

p:l|™ = P(pi),

1AV BIIM =AM U B[,
IIA/\BAILM = ||A||Mﬂ||BAyM,
=AM = WA AT

Voidaan todistaa (harjoitustehtéiva), ettd jos M on K-malli, niin
ICAIM ={w]|Vuw e W: wRw = w' € ||[A|M},
[CAIM = {w|3w € W: wRw jaw € ||A|M}.
ESIMERKKI 15. Olkoon W = {w, wy, ws, w3, wy},

R = {{w,w1), (w, ws), (w, ws) },

P(p) = {wq,wy} ja P(q) = {wy,ws,wy}. Tarkastelkaamme kaavoja A = pV ¢ ja B =
pAq. Kysymme, ovatko OA ja B tosia maailmassa w, jolloin meidan ei tarvitse valittai
totuusarvoista niissd maailmoissa, jotka eivit ole saavutettavissa maailmasta w.

Wy
P q
A B




Voimme todeta konnektiivien totuusehtojen mukaisesti, ettd A on tosi maailmoissa wy,
wsy, w3 ja wy, mutta epdtosi maailmassa w. Koska w itse ei ole saavutettavissa maail-
masta w, niin tdten w F OA. Vaikka kaava A ei siis olekaan tosi maailmassa w, se on
kuitenkin vélttamédtta tosi maailmassa w. Yleisesti ottaen jos C' on sellainen kaava, etté
{wy, we, w3} C ||C||M, niin OC on tosi maailmassa w.

Kaava B ei ole tosi missdédn maailmasta w saavutettavissa olevassa maailmassa wq, wo
ja ws, joten B on epétosi maailmassa w. Tahén ei vaikuta mitenkédan se, ettd B on tosi
maailmassa wy. Yleisesti ottaen OC' on tosi maailmassa w, jos ||C||™ N {wy, wy, w3} # 0.

L-mallien yhteydesséd kidytimme mahdollisista maailmoista yleisid merkintoja wy, ws,
ws jne., mutta yhtd hyvin voimme ottaa mahdollisten maailmojen joukoksi vaikkapa luon-
nollisten lukujen joukon N = {0, 1,2, ...} tai sen jonkin osajoukon. Néin teemmekin seu-
raavissa esimerkeissa.

ESIMERKKI 16. Olkoon M = (W, R, Py, W = {1,2,3,4,5,6},
R = {<1a 2>a <1a 3>a <2a4>a <3a 5>a <3>6>}a
P(p) = {2,3,4,6}, P(q) = {2,4,5,6}, P(r) = {1,5} ja P(s) = {1,3}. Téllsin

M,1 Eop, M1 Fog M1 EOq M1 Eor
M,1 EoO0g, M,1 ¥oop, M,1 Eoor, M,1 ¥ OOs.

1

=
V)

Op —0q Oq
—Or O0Og —O0Op
OO —OOs

ESIMERKKI 17. Olkoon M = (W, R, P), = {1,2}, R = {(1 P(p) = {1,2} ja
Pg) = {1}.
H
M, 1EOp M,2 E QA
M,1¥ Dq M,2 ¥ A

Talloin M, 1 E Op, M,1 ¥ Ogq, M,1 ¥ O(pA—-p), M,1E O(pV—p), mutta M, 2 E O(pA—p)
ja M,2 ¥ O(pV —p).
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Edellisen esimerkin mallissa M on voimassa M, 2 E O(p A —p). Jos tulkitsemme ope-
raattorin O tavalliseen tapaan valttamattomyysoperaattoriksi, niin tdmé on paradoksaa-
lista! ja titd paradoksaalisuutta lisdd vield se, ettdi toisaalta M,2 ¥ O(p V —p). Risti-
riitainen kaava p A —p on siis vilttamétta tosi, mutta tautologia p V —p ei ole mahdol-
lisesti tosi maailmassa 2. Selitys on tietenkin, ettd koska w € W: 2Rw, niin jokaisel-
le kaavalle A pétee triviaalisti, ettd M,2 F OA ja M,2 ¥ OA. (Vastaava huomio voi-
daan tehdd esimerkin 16 maailmojen 4, 5 ja 6 osalta.) Voidaan todistaa helposti, ettd
jos relaatio R toteuttaa mallissa M = (W, R, P) ehdon Yw € W: Jw’ € W: wRw', niin
YweW: M,wkE O(@A-p)javYweW: M,wk O(pV—p).

ESIMERKKI 18. Olkoon M = (W, R, P), W ={1,2,3,4},
R={(1,2),(1,3),(1,4),(2,3), (3,4), (4,3), (4,4) },
P(p) = {3,4}, P(q) = {4}, P(r) = {3} ja P(s) = {1,2}. Tillsin

M, 1 EOCp, M,1 FoOolCq, M,1 EFOor, M,1 FOOs,
M1 E<Op, M,1 E<SnOq, M,1 E<Or, M,1 E<Os.

s

aOCp  —00q —O0r

-00s  <Op <$hOgq
<ogr —-<o0s

Kaikissa tdhén asti esitetyissd esimerkeissé mahdollisten maailmojen joukko W on
ollut adrellinen. Puhumme talloin ddrellisestd mallista ja kehyksestd. Tarkastelemme seu-
raavaksi esimerkkiéd ddrettomésta mallista.

ESIMERKKI 19. Olkoon W = N, R = {{i,5) | ¢« > j}, P(pi) = {0,1,...,4} (1 =
1,2,3,...). Téalloin mallissa M = (W, R, P) pétee

M, i FE Opio & <11,

M, i E Opiom & 1 #£0,
M, = <>p1()0 A —-Opg & ¢ > 102,
M,5F Op; A-Op; & j <3,

M, 103 F OOOp; & 7 > 100.

!'Puhuessamme modaalilogiikan yhteydessi "paradokseista” kyse on useimmiten paremminkin epéin-
tuitiivisuudesta kuin joistakin sellaisista loogisista ristiriitaisuuksista, joihin térmétédan joukko-opin pa-
radokseissa (antinomioissa).
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4.2 K-validisuus

Kaavan A validisuus mallissa M = (W, R, P) mééritelldén samoin kuin L-mallien yhtey-

dessé:
MEAsSYweW: MwE A.

Voidaan my6s maaritelld validisuus kehyksessa (W, R), mallien luokassa M ja kehysten
luokassa F:

(W,R) E A, jos A on validi jokaisessa mallissa (W, R, P),
M E A, jos MFE A aina, kun M € M,
F F A, jos I'F A aina, kun F' € F.

Jos kaava A on validi jokaisessa K-mallissa, sanomme sen olevan K -validi. Kripke-
semantiikassa K -validisuus on kaikkein yleisin validisuuden muoto siind mielessé, etté jos
jokin kaava on K-validi, niin se on validi my0s rajoitetummassa mielessi. Jos nimittéin
jokin kaava on validi kaikkien K -mallien luokassa, niin se on tietenkin myos validi jokaises-
sa K-mallien osaluokassa. Osoitamme myos, ettd L-validisuus vastaa validisuutta tietyssé
Kripke-mallien osaluokassa, joten jokainen K-validi kaava on myos L-validi. Jatdmmekin
yleensé etuliitteen K" pois ja puhumme vain validisuudesta. Samoin merkinnén Fx A
sijasta kiytdmme usein lyhyttd merkintda F A.

Tarkastellaan tautologiaa p V —p. Voimme todistaa sen olevan K-validi aivan vastaa-
vasti kuin todistimme sen olevan L-validi. Voimme nimittéin tarkastella yhtd yksittaista
maailmaa w. Olipa p tosi tai epétosi tédssd maailmassa, niin p V —p on tosi. Silld, mitéd
vaihtoehtoisia maailmoja w:ll14 on, ei ole tdmén tarkastelun kannalta merkitysta. Yleisesti
onkin voimassa seuraava tulos.

Lause 9. Jokainen tautologia on validi jokaisessa Kripke-mallissa.

Tamén sindnséd yksinkertaisen tuloksen todistus on teknisistd syistd niin pitké, etté
esitdmme sen omassa alaluvussaan.
Tarkastelemme seuraavaksi kaavaa

0(A— B) — (A — OB). (K)

Olkoon M = (W, R, P) K-malli. Oletamme, ettd M,w F O(A — B) ja M,w F OA.
Tarkastellaan sellaista mielivaltaista maailmaa w’ € W, ettd wRw’'. T#lloin oletuksemme
perusteella M, w'E A — B ja M,w' E A. Tésta seuraa, ettd M,w’ E B. Siis M, w E OB.
Néin olemme osoittaneet, etté

FO(A— B)— (DA — OB).

Kasittelemme seuraavassa luvussa modaalilogitkan systeemejd. Naita systeemejéi voi-
daan luonnehtia sekéd semanttisesti ettd syntaktisesti. Semanttisessa luonnehdinnassa sys-
teemi madritelldan kaikkien jossakin Kripke-mallien osaluokassa validien kaavojen joukok-
si. Erityisesti kutsutaan systeemiksi K kaikkien K -validien kaavojen joukkoa.

Tarkastelemme nyt eréditd modaalilogiikan pddttelysddntdjd, joiden avulla todistusteo-
riassa johdetaan teoreemoja annetuista aksioomista (ks. s. 9—11). Todistusteoriassa sys-
teemejé kisitelladn syntaktisesti, mutta téssé tarkastelemme péattelysdantoja semantti-
sesti tutkimalla kysymystd annettua systeemié vastaavan validisuuden sdilymisestd. Sa-

nomme padttelysaannon
Ay, Ay, Ag/B
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sdilyttavan (ko. systeemiéd vastaavan) validisuuden, jos aina, kun premissit Ay, As, ...,
Ay ovat valideja, myos johtopddatis B on validi. Tamé voidaan todistaa esimerkiksi osoit-
tamalla, ettd validisuus siilyy kaikissa (ko. systeemin) malleissa.

Osoitamme ensiksi padttelysdannén modus ponens

A A— B

L (MP)
ja vdalttamattomyyssadnnon (Rule of Necessitation)
A A on K-validi (RN)
oA on K-validi,

sdilyttavan validisuuden K-malleissa.

Jos M,wE Aja M,wkF A — B, niin implikaation totuusehtojen mukaan M, w F B.
Paattelysaanto (MP) siis sédilyttdd totuuden yksittdisessié K-mallin maailmassakin, joten
validisuus séilyy K-malleissa.

Paattelysdannossa (RN) taytyy olettaa, ettd A on K-validi, silld jos A on tosi jossakin
yksittiisessd maailmassa, niin siité ei vield seuraa, ettd my6s OA olisi siind tosi. Validisuus
malleissa sen sijaan siilyy, ja juuri téstd seuraa, ettd K-validisuus siilyy: Olkoon M =
(W, R, Py K-malli jaw € W. Oletamme, ettd M E A. Olkoon w’ sellainen maailma, etta
wRw'. Koska M E A, niin M,w" E A. Taten M,w F OA. Siis M £ A implikoi M F OA.

Olemme todistaneet ndin seuraavan lauseen.

Lause 10. Kaava (K) O(A — B) — (OA — 0OB) on K-validi, ja padttelysadnnit (MP)
ja (RN) sdilyttivit K-validisuuden.

Paattelysdantojen (MP) ja (RN) vélinen ero nakyisi myos todistusteoriassa, jos tut-
kisimme, mitd kaavoja voidaan johtaa mielivaltaisista oletuksista. Péaéttelysdantod (MP)
saa soveltaa vapaasti, ja esimerkiksi oletuksista p ja p — ¢ saa péaatelld johtopaatoksen q.
Asetimme edelld padttelysddnnossd (RN) premissille A ehdoksi, ettd se on K-validi. To-
distusteoriassa tétéd vastaa ehto "A on K-teoreema’. Padttelysddntod (RN) saa soveltaa
vain aksioomiin ja niistd johdettuihin teoreemoihin, eiké esimerkiksi oletuksesta p saa
paétella johtopa#atosta Op.

Esitdamme seuraavaksi kaksi tulosta, joihin usein viitataan tutkittaessa Kripke-semantiikan
soveltuvuutta muidenkin kuin aleettisten modaalikésitysten tulkitsemiseen.

Lause 11. Monotonisuussidnts (Rule of Monotonicity)

A— B

0A — OB (M)
saulyttaa K-validisuuden.

Todistus. Olkoon M = (W, R, P) K-malli ja w € W. Oletamme, ettd M F A — B
ja M,w E OA. Olkoon w' € W sellainen maailma, ettd wRw’. Oletusten perusteella
M,w'E AjaM,w' E A— B,joten M,w' E B. Siis M, w E OB. Olemme néin osoittaneet,
ettd jos K-mallissa M F A — B, niin myés M F 0OA — OB. O

Vastaavanlaisesti todistetaan seuraava lause (harjoitustehtévé).
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Lause 12. Fkstensionaalisuussddinté (Rule of Extensionality)

A+ B

0A < OB (RE)

saulyttaa K-validisuuden.

Seuraava esimerkki osoittaa, ettd mikddn skeemoista (D), (1), (B), (4), (5) ei ole
yleisesti (siis kun A:n paikalla on mielivaltainen kaava) K-validi.

ESIMERKKI 20. Olkoon M = (W, R, P), W = {1,2,3,4}, R = {(1,2),(1,3), (2,4), (4,4) },
P(p) = {2,3} ja P(q) = {2,3}. Tallsin

M1 E(op—p), M1 ¥(Qp—oap), M1 FE(Cqg— 00q),
M2 E(p—0oCp), M,3 FE(ap— <p).

1

Op -p —0Odp
=(0p — p) —(Op — OOp)
Oq —O0q —(Oq — O0q)

Validisuuden eri asteita

Lauselogiikassa kaava A voi olla tosi tai epatosi. Osa tosista lauseista on loogisesti tosia eli
valideja ja osa epétosista lauseista loogisesti epéatosia. Kripke-semantiikassa voidaan tar-
kastella kaavan totuutta mallin yksittdisessd maailmassa ja sen validisuutta yksittéisessé
mallissa, kehyksessd, mallien tai kehysten luokassa seké vield kaikkien Kripke-mallien tai
kehysten luokassa.
Olkoon C K-kehysten osaluokka, F' = (W, R) € C, M = (F, P) jaw mallin M maailma.
Talloin
Fk A = Fe A,
FcA = FEA
FEA = MEA,
MEA = MuwEA.

EsIMERKKI 21. Olkoon C, kaikkien sellaisten kehysten luokka, joissa vaihtoehtorelaatio
on refleksiivinen, ja F' € C, K-kehys (W, R), jossa W = {1,2} ja R = {(1,1),(2,1),(2,2)},
ja My = (F, P,) siihen liittyva K-malli, jossa P;(p) = {1}. Télléin on voimassa:

e My, 1F Op, mutta My,2 ¥ Op ja titen M; ¥ Op. Lause Op on siis tosi mallin M,
maailmassa 1, mutta se ei ole validi mallissa M;.
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1

Cl o o | )
ap <p -Op Op

M1 ¥ Dp, Ml E <>p

e Koska M, 1 F Opja My,2 F Op, niin M; E Op eli lause $p on validi mallissa M.
Tamé lause ei kuitenkaan ole validi kehyksessd F', silld kun esimerkiksi Py(p) = 0,
niin (F, Py) ¥ Op.

e Lause Op — p on validi kehyksessd F, silld olipa P(p) = 0, {1}, {2} tai {1, 2}, niin
mallissa (F, P) E Op — p. Myos lause Op — OOp on validi kehyksessd F.

- —p —Op
Op —p
Op — O0Op

—p  —Op
Op —p
Op — OOp

—p  —Op
Op —p
Op — OOp

p
Op —p
Op — OOp

e Lause Op — p on validi my6s kehysten luokassa C,. Sen sijaan #¢. Op — O0Op. Kun
nimittdin M’ = (W’ R, P'),jossa W' = {1,2,3}, R" = {(1,1),(1,2),(2,2),(2,3), (3,3)}
ja P'(p) = {1,2}, niin M',1 ¥ Op — O0p, joten (W' R') ¥ Op — OOp, vaikka
(W'.R") €C,.

e Lause Op — p ei ole validi kaikissa K-malleissa, joten sekédén ei ole K-validi.
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Looginen ekvivalenttisuus

Vastaavasti kuin L-semantiikan yhteydessid méaérittelemme kaavojen A ja B olevan loogi-
sesti ekvivalentit (tarkasti ottaen pitéisi kdyttad termid "loogisesti K-ekvivalentit”, "loo-
gisesti ekvivalentit suhteessa Kripke-semantiikkaan” tms.), jos ekvivalenssi A <» B on
K-validi. Merkitsemme télloin A =, B tai jos védarinkésityksen vaaraa ei ole, lyhyesti
A = B. L-semantiikan kanssa analogisesti on voimassa, etti A =i B, jos ja vain jos
jokaisessa K-mallissa M pitee, etti || A|M = || B||M.

Suoraan méaritelmin perusteella OA =, —0O-A. Voidaan myos helposti osoittaa,
ettd OA =g —-O—-A. Monet muut L-semantiikassa loogisesti ekvivalentit kaavat eivat
kuitenkaan ole loogisesti ekvivalentteja Kripke-semantiikassa.

4.3 Modaalilogiikan tautologiat

Olemme jo todenneet, ettd kaikki tautologiat ovat valideja Kripke-semantiikassa. Jotta
voisimme todistaa tdmén, meidén tdytyy ensin antaa tekninen méaéritelmé tautologisuu-
delle modaalilogiikassa. Mééarittelemme, etté

kaava B on modaalilogiikan tautologia, jos on olemassa sellainen lauselogiikan
tautologia A ja modaalilogiikan kaavat By, ..., By, ettd B = Alq1 /B, - - ., qx/ Bl

Koska totuustaulujen kiaytto on teoreettisissa tarkasteluissa kompelod, otamme kéyt-
toon totuusjakauman eli valuaation késitteen. Totuusjakauma on kuvaus

v {p17p27p37 .. } — {ta 6}7

joka laajennetaan kuvaukseksi
v: { A| A on lauselogiikan kaava } — {t¢,e}
seuraavien ehtojen méaaradmalla yksikésitteisella tavalla:

v(nA) =t s v(A) =e,
VAANB)=t <v(A) =v(B)=t.

Totuustaulussa tarkastellaan aina vain dérellistd méaaraéd lausemuuttujia, mutta mal-
leissa ja totuusjakautumissa kaikille lausemuuttujille annetaan jokin totuusarvo. Logiikan
peruskurssilla méaritelladn tautologiaksi kaava, jonka totuustaulussa viimeksi saadussa
sarakkeessa esiintyy vain totuusarvo t. Yhtéa hyvin voimme méaéritelld, ettd A on tautolo-
gia, jos v(A) =t aina, kun v on totuusjakauma.

Jotta modaalilogiikan tautologialle antamamme mééritelmé olisi sopusoinnussa sen
kanssa, mitéd tautologialla lauselogiikassa tarkoitamme, seuraavan tuloksen pitéda olla voi-
massa:

Lause 13. Olkoot By, Bs, ..., By ja A lauselogiikan kaavoja. Jos A on tautologia, niin
myos Alq1/Bu, - .., qx/Bk] on tautologia.

Téamé lause on helppo todistaa seuraavan aputuloksen avulla:
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Lause 14. Tarkastellaan kaikkia niitd (lauselogiikan) kaavoja, joissa esiintyvdt korkein-
taan lausemuuttujat qi, qa, ..., qx. Olkoot v ja v' sellaisia valuaatioita, ettd

v(g) =v"(B;) (i=1,2,...,k).

Talloin
U(A[Qh ce Qk]) = U/(A[%/Bl, ce Qk/Bk])'

Néamai lauseet ja niiden todistukset 16ytyvéit esimerkiksi kirjasta [57]. Lause 14 todiste-
taan induktiolla, ja lause 13 kdyttden lausetta 14. Jatdmme ne téssd harjoitustehtaviksi.

Jos B on modaalilogiikan tautologia, jossa esiintyy vain lauselogiikan kaavoja, niin
lauseen 13 perusteella se on tautologia myos tavallisessa mielessd. Jokainen lauselogiikan
tautologia B on myos modaalilogiikan tautologia (silld triviaalisti B = B|p/p]). Jatkossa
kutsummekin modaalilogiikan tautologioita lyhyesti vain tautologioiksi.

Todistamme seuraavaksi, ettéd jokainen tautologia on K-validi. Todistamme ensin apu-
tulokseksi, ettd jos A on lauselogiikan kaava, niin A on tautologia, jos ja vain jos A on
K-validi. Sen jilkeen todistamme, etté lauseille 13 ja 14 analoginen tulos on voimassa
totuuksille maailmoissa ja validisuudelle. Aloitamme todistuksemme seuraavalla aputu-
loksella.

Lause 15. Olkoon v valuaatio, M K-malli ja w sen maailma. Jos
vip) =t MwkEp (i=1,2,3,...),
nn
v(A) =t M,wEA
aina, kun A on lauselogiikan kaava.

Todistus. Kaytamme induktiota. Oletuksen mukaan véite pitad paikkansa lausemuuttu-
jille. Oletetaan, etté viite pitda paikkansa kaavoille B ja C. Télloin

v(=B)=teu(B)=e S M,wk B e MwkE -B
ja
V(BANC)=t < v(B)=vC)=t

B M,wEBjaMuwEC
< M, wE BAC.

Induktioperiaatteen mukaisesti véite on siis voimassa jokaiselle lauselogiikan kaavalle. [

Voimme nyt todistaa, ettd lauselogiikassa K-validisuus ja tautologisuus tarkoittavat
samaa.

Lause 16. Olkoon A lauselogiikan kaava. Tdlloin A on tautologia, jos ja vain jos Fi A.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd A on tautologia. Olkoon M = (W, R, P) ja w € W.
Mééaritelemme valuaation v seuraavasti:

t, ] epP i), .
op) =40 JSWELW g,
e, josw & P(p;)
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Valuaation v mééritelmén perusteella v(p;) = ¢, jos ja vain jos M,w E p;. Koska A on
tautologia, niin v(A) = t, ja titen lauseen 15 perusteella M, w E A. Koska M ja w ovat
tdsséd mielivaltaisia, niin néain on osoitettu lauselogiikan tautologian A olevan K-validi.

Oletetaan sitten, ettd A on K-validi. Olkoon v mielivaltainen valuaatio. Mééaritelladn
malli M = ({w}, R, P) seuraavasti: R =0 (tai R = {(w,w)}),

_JHw}, josv(ps) =t, .
P(pi)—{w’ 05 v(py) = ¢ (i=1,2,3,...).

Koska A on K-validi, niin M,w F A. Lauseen 15 perusteella v(A) = t. Siis olemme
osoittaneet, ettd K-validi lauselogiikan kaava on tautologia. O

Lauselogiikan kaava on siis tautologia, jos ja vain jos se on K-validi. On kuitenkin ole-
massa sellaisia modaalilogiikan K-valideja kaavoja, jotka eivit ole tautologioita. Lausees-
sa 19 todistamme, ettd kddnteinen viite "jos A on modaalilogiikan tautologia, niin A on
K-validi” on kuitenkin voimassa yleisesti. Tamén lauseen todistamiseen kdytdmme apu-
tulosta, jonka mukaan K-validista (modaalilogiikan) kaavasta sijoituksella saatu kaava on
my0s K-validi. Todistus on analoginen lauseiden 13 ja 14 todistuksille. Todistamme ensin
induktiolla seuraavan tuloksen.

Lause 17. Olkoon annettu kaavat By, ..., By ja lausemuuttujat qq, ..., qp. Jos M =
(W,R, P) ja M' = (W, R, P') ovat sellaisia K-malleja, ettd
B[, jos Fi € {1,2,...,k}: p; = ¢,
P(p) =14, . ’
P'(p;)  muulloin,
nn
MwEAs M wE Alq1/By, ..., q./ B
aina, kun w € W ja A on modaalilogitkan kaava.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd A on lausemuuttuja. Oletuksista seuraa vélittomasti, etta
véite on talloin voimassa (harjoitustehtdva). Tehddén seuraavaksi induktio-oletus, ettd
viite on voimassa kaavoille B ja C' eli

VweW: MwkE B& M, wk B,
VweW: MwkEC& M wkEC,

missi B' = Blq1 /B, ..., q/Bx) ja C' = C|q1/Bx, . . ., qx/ Bx). Huomaa, etti

aB" = (OB)lq1/B, -, /Bl
-B’ = (=B)[q1/Bu, - -, a1/ Bz,
BAC' =(BAC)qi/B,. .. q5)Bul.

Olkoon w € W. Talloin
MwE-Bo MwEBS M wkB & M, wE-B
ja
M,wEBANC < M,wE B jaMwEC
LM wEB ja M, wEC
o M, wE B AC.
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Koska tésséd w on mielivaltainen, niin induktioviitos pétee kaavoille =B ja B A C.

Kun tarkastellaan vain yhtd maailmaa w, kuten edelld, niin induktio-oletuksessa riit-
téisi olettaa viitteen olevan voimassa maailmalle w. Viimeisessd induktioaskeleessa tar-
vitsemme kuitenkin tietoa, ettd véite on voimassa kaikille maailmoille.

Olkoon w € W. Nyt

M,wE OB <& Yw € W: wRw = M,w'F B
L v e W: wRw' = M w' E B
< M wEOB.
Induktiovéite on siis voimassa myos kaavalle OB5. U

Tamén aputuloksen perusteella voimme sitten todistaa seuraavan lauseen.

Lause 18. Olkoot By, ..., By ja A modaalilogiikan kaavoja. Jos Fx A, niin

Fx Alg/Ba, - .., @/ Bxl.

Todistus. Oletetaan, ettd Fx A. Olkoon M’ = (W, R, P') K-malli. Méé&ritellddn malli
M = (W, R, P) seuraavasti:

Plp;) = | B[, jos Fi € {1,2,...,k}: pj = qi,
’ P /(pj) muulloin.

Lauseen 17 perusteella talloin
Yw e W (M,w FAe M wkE Alg1/Ba, .. .,qk/Bk]).
Koska Fg A, niin Yw € W: M,w E A. Siis
Ywe W: M' wE Alq1 /B, . .., q./ B

eli M'" E Alq1/Bs,...,q/Bxk|. Koska mallista M’ ei oletettu mitdén erityistd, niin Fg
Alqi/ By, - . qr/ Byl [

Voimme nyt todistaa seuraavan lauseen.
Lause 19. Olkoon B modaalilogitkan tautologia. Talloin B on K-validi.

Todistus. Koska B on modaalilogiikan tautologia, niin on olemassa sellainen lauselogii-
kan tautologia A ja modaalilogiikan kaavat By, ..., By, ettd B = Alq1/Ba, ..., qx/ Bzl
Lauseen 16 perusteella A on K-validi, joten lauseen 18 perusteella myos B on K-validi. [

On helppo nédhdé, ettd ylld olevalle lauseelle esitettyd todistusta voidaan muokata
(oikeastaan yksinkertaistaa) niin, ettd se soveltuu myos L-validisuudelle. Kaikki tautolo-
giat ovat siis myos L-valideja. Lauseen todistuksessa ei tarvittu myoskdéan mitddan oletuk-
sia vaihtoehtorelaatiosta, joten tautologiat ovat myos valideja missé tahansa rajoitetussa
Kripke-mallien luokassa.
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5 Modaalilogiikan systeemit

Magrittelemme, etté normaali modaalilogiikka eli systeemi? on sellainen joukko modaali-
logiikan kaavoja, joka sisdltédé kaikki tautologiat sekd skeeman

0(A — B) — (DA — OB) (K)

instanssit ja on suljettu valttdmattomyyssdannon

A
(RN) OA
modus ponensin
A A—B
ja uniwversaali substituution
L, (A teoreema, B kaava) (US)
Alp/B]

suhteen. Koska tarkastelemme Kripke-semantiikkaa (jonka erikoistapaukseksi L-semantiikkakin
voidaan katsoa), niin kaikki tutkimamme systeemit toteuttavat ndmé ehdot.

Universaali substituutiosdadntoa ei tarvitse kuitenkaan eksplisiittisesti mainita, jos luon-
nehdimme systeemiin kuuluvia kaavoja skeemojen avulla. Jos esimerkiksi sanomme, etté
systeemiin kuuluvat kaikki skeeman 0OA — A instanssit, niin tdméi tarkoittaa, ettd kaava
(Op — p)[p/A], jossa A on miki tahansa kaava, kuuluu systeemiin.? Kun kaikki systeemiin
kuuluvat kaavat on esitetty téllaisten skeemojen avulla, universaali substituutiosédéantoé on
automaattisesti voimassa.

Olemme tdhdn mennessd luonnehtineet modaalilogiikan systeemejé semanttisesti ja
puhuneet esimerkiksi kaikkien L-validien kaavojen muodostamasta systeemistd S5. Osoit-
tautuu, ettd systeemin S5 voi mééritella semanttisesti myos pienimméksi sellaiseksi jou-
koksi, johon kuuluvat kaikki ne kaavat, jotka ovat valideja jokaisessa Kripke-mallissa
(W, R, P), jossa R on ekvivalenssirelaatio.

Systeemeji voi karakterisoida my6s todistusteoreettisesti (siis syntaktisesti) antamalla
sopivat aksioomat ja péadttelysdannot. Tutkimme kuitenkin systeemien aksiomatisointeja
tarkemmin vasta todistusteoriaa késittelevissa luvussa. Toisaalta meidédn ei tarvitse edes
ottaa kantaa siihen, miten systeemi on alunperin muodostettu. Systeemi voi esimerkiksi
olla madritelty semanttisesti, mutta voimme tutkia, mitd syntaktisia ehtoja se toteut-
taa. Systeemié vastaavat aina useat aksioomasysteemit ja sitd voidaan luonnehtia yleensa
useammalla kuin yhdelld tavalla myos semanttisesti.

ZKirjallisuudessa sana "systeemi” voi myos joskus tarkoittaa vain yksinkertaisesti modaalilogiikan kaa-
vojen joukkoa. T&lloin voidaan kidyttd4 normaalille modaalilogiikalle my6s nimitystd "normaali modaali-
logiikan systeemi”.

3Edelld s. 30 puhuimme mm. skeeman (K) validisuudesta mallissa. Voimme nyt téismentiii, etti skee-
man validisuus tarkoittaa sité, ettd kaikki sen instanssit ovat valideja tarkasteltavassa struktuurissa.
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5.1 Systeemi K

Tarkastelemme seuraavaksi Kripke-semantiikan ndkékulmasta minimaalista systeemid K.
Madrittelemme tédmén systeemin K pienimméksi sellaiseksi kaavajoukoksi, joka toteuttaa
seuraavat ehdot:

Jos A on tautologia, niin A € K. (PL)

Jos A ja B ovat kaavoja, niin 0(A — B) — (0A — 0OB) € K. (K)
Jos Ae KjaA— BeK,nin B € K. (MP)

Jos A € K, niin 0A € K. (RN)

Joukko K sisdltda siis kaikki tautologiat ja ehdon (K') mukaiset kaavat ja on suljettu
saantojen (MP) ja (RN) suhteen. Soveltamalla niitd ehtoja voidaan generoida jokainen
joukon K alkio. Kaava A on siis joukon K alkio, jos ja vain jos on olemassa sellainen
jono Aq, As, ..., A, kaavoja, ettd A, = A ja jokainen jonossa esiintyva kaava A; on joko
tautologia tai muotoa (K) tai saatu soveltamalla padttelysidéntod (MP) jonossa sitd ennen
esiintyviin kaavoihin A; ja A; = A; — Aj tai soveltamalla pééttelysaéntod (RN) jonossa
aikaisemmin esiintyviédn kaavaan A; (jossa tapauksessa siis A, = OA;).

ESIMERKKI 22. Ehdon (K') perusteella

D(p—>(p\/q)) — (Dp—)D(p\/q)) € K. (1)
Koska systeemi K siséltdé tautologiat, niin p — (pVq) € K. Taten ehdon (RN) perusteella
O(p— (pVq) €K (2)

Kohdista (1) ja (2) seuraa ehdon (MP) perusteella, ettd Op — O(p V q) € K.

Edellisen luvun perusteella (lauseet 9 ja 10) tieddmme, ettd on voimassa seuraava
luotettavuustulos:

Lause 20. Jos A € K, niin A on K-validi.

Todistamme myohemmin myd6s kéddnteisen véitteen, ja saamme seuraavan taydellisyys-
tuloksen:*

Lause 21. A € K, jos ja vain jos A on K-validi.

Osoitimme aikaisemmin, ettéd paéttelysdanto (RM ) sdilyttad K-validisuuden. Jos A —
B € K, niin se on téaydellisyystuloksen perusteella K-validi. Siis myos OA — OB on K-
validi ja kuuluu tédydellisyystuloksen perusteella joukkoon K. Vastaavanlainen péittely
voidaan tehdd myos padttelysddnnon (RE) suhteen. Téten on voimassa seuraava lause.

Lause 22. Joukko K on suljettu pddttelysaintijen (RM) ja (RE) suhteen:

Jos A — B € K, niin 0A — 0B € K. (RM)
Jos A<+ B € K, niin 0A < OB € K. (RE)

Taméi tulos voidaan todistaa myos suoraan joukon K méiritelmén pohjalta (harjoi-
tustehtavé).

4Taydellisyystulosten yhteydessi systeemit ajatellaan yleensi aksiomaattisesti miritellyiksi. Systee-
min K ollessa kyseessi asetetaan siis aksioomiksi skeemat (PL) ja (K) ja pédttelysdannosiksi (MP) ja
(RN).
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5.2 Systeemit T, S4 ja S5

Voidaan todistaa, ettd systeemi S5 on pienin sellainen systeemi, joka toteuttaa edelld
esitettyjen ehtojen (PL), (K), (MP) ja (RN) liséksi seuraavat ehdot:

Jos A on kaava, niin 0A — A € S5. (T)
Jos A on kaava, niin 0A — 0OOA € S5. 4)
Jos A on kaava, niin A — OCA € S5. (B)

—~

Todistimme edelld ndmé kolme kaavaa L-valideiksi (lause 4, s. 18), mutta osoitimme
vastaesimerkeilld, ettd ne eivit ole valideja kaikissa K-malleissa (esimerkki 20, s. 31). Ne
saadaan valideiksi K-malleissa asettamalla relaatiolle R rajoittavia ehtoja. Tarkastelemme
nditd ehtoja seuraavissa kolmessa lauseessa.

Lause 23. Olkoon M = (W, R, P) sellainen K-malli, jossa relaatio R on refleksiivinen.
Tdlloin M = OA — A.

Todistus. Olkoon w € W sellainen maailma, ettd M,w F OA. Refleksiivisyyden pe-
rusteella wRw, joten M,w F A. Siis mallin M jokaisessa maailmassa w péitee, etté
M,wEOA — A.

O

Lause 24. Olkoon M = (W, R, P) sellainen K-malli, jossa R on transititvinen. Tdlloin
M EOA — OOA.

Todistus. Oletamme, ettd M,w F OA. Olkoon w’ € W sellainen maailma, ettd wRw' ja
w” jokin sellainen maailma, ettd w'Rw”. Koska R on transitiivinen, niin wRw"”. Téten
M,w" E A. Siis M,w" E OA ja titen M,w F OOA. Olemme niin osoittaneet, etti
M E OA — OoA.

O

Lause 25. Olkoon M = (W, R, P) sellainen K-malli, jossa R on symmetrinen. Tdlloin
MEA— OCA.
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Todistus. Olkoon w € W. Oletamme, ettd M, w E A. Jos ei ole olemassa sellaista w’ € W,
ettd wRw', niin triviaalisti M, w F OO A. Tarkastelemme seuraavaksi tapausta, jossa on
maailmasta w saavutettavissa olevia maailmoja.

w A
o
A — 004

Olkoon w' € W sellainen maailma, ettd wRw’'. Koska R on symmetrinen, niin w’Rw. Siis
M,w" E CA. Koska siis M,w" E $A aina, kun wRw', niin M,w E OCA. Niin olemme
osoittaneet, ettd M F A — OCA. O

Jos R on ekvivalenssirelaatio eli refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen, niin skee-
mat (T), (4) ja (B) ovat valideja mallissa (W, R, P). L-mallit ja sellaiset K-mallit, joissa
R on ekvivalenssirelaatio, vastaavat toisiaan. Todistammekin my6hemmin seuraavan tay-
dellisyystuloksen:®

Lause 26. Seuraavat ehdot ovat yhtapitdvid:
1. A€ S5,
2. A on L-validi,

3. A on validi jokaisessa sellaisessa K-mallissa (W, R, P),
jossa R on ekvivalenssirelaatio.

Muutamille systeemeille on historiallisista syisté vakiintunut oma nimityksensé. Kom-
binoimalla eri skeemoja voidaan muodostaa lukuisia systeemeji. Kéteva tapa nimeté eri-
laisia systeemejd on antaa ensin aksioomaskeemoille nimi; jos sitten aksioomasysteemiin
K lisdtédén aksioomaskeemat (S1), (S2), ..., (S,), kiytetddn nédin saatavien teoreemojen
joukosta merkintdd KSq...S,. Téméa joukko on siis pienin sellainen péaattelysddntdjen
(MP) ja (RN) suhteen suljettu kaavajoukko, joka sisdltidd tautologiat ja skeemojen (K),
(S1), (S2), ..., (S,) instanssit.

Né&in menetellen saadaan systeemille S5 vaihtoehtoinen nimitys KTB4. Myohemmin
todistamme, ettd systeemin S5 mééritelméssi (s. 39) skeemat (B) ja (4) voidaan korvata
skeemalla

OCA — OCA. (5)

On siis voimassa S5 = KTB4 = KT5.

Muita modaalilogiikan historian kannalta térkeitd systeemeja ovat T = KT ja S4 =
KT4. Systeemin T aksiomatisointi saadaan siis lisddmélla systeemin K aksiomatisointiin
skeema (7'); lisaamalla sithen edelleen aksioomaskeema (4) saadaan systeemin S4 aksio-
matisointi. Todistamme néille systeemeille myohemmin seuraavat tiaydellisyystulokset:

STillsin emme tietenkiin miirittele systeemii S5 kaikkien L-validien kaavojen joukoksi, vaan luon-
nehdimme sen aksiomaattisesti semantiikasta riippumattomasti.
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Lause 27. Kaava A kuuluu joukkoon T, jos ja vain jos A on validi jokaisessa sellaisessa
K-mallissa (W, R, P), jossa R on refleksiivinen.

Kaava A kuuluu joukkoon S4, jos ja vain jos A on wvalidi jokaisessa sellaisessa K -
mallissa (W, R, P), jossa R on refleksiivinen ja transitiivinen.

Edelld esitetyt tulokset oikeuttavat kutsumaan K-mallia (W, R, P)
e T'-malliksi, jos R on refleksiivinen
o S4-malliksi, jos R on refleksiivinen ja transitiivinen

e S5-malliksi, jos R on refleksiivinen, transitiivinen ja symmetrinen (eli R on ekviva-
lenssirelaatio).

Voidaan todistaa (harjoitustehtévi), ettéd relaatio on ekvivalenssirelaatio, jos ja vain
jos se on refleksiivinen ja euklidinen, joten S5-mallia voi luonnehtia myos nédin. Taméa
tulos seuraa myos seuraavasta lauseesta ja siité, ettd KTB4 = K'T5.

Lause 28. Olkoon M = (W, R, P) sellainen K-malli, jossa R on euklidinen. Tdlloin
CA — OOA.

Todistus. Olkoon w € W. Oletamme, ettd M, w F O A. Olkoon w’ sellainen maailma, etté
wRw'. Koska M, w E GA, niin Jw” € W: wRw” ja M, w"” E A (on tietenkin mahdollista,
ettd w” = w tai w” = w’). Koska R on euklidinen, niin w’'Rw”. Siis M, w’ E OA. Téasta
seuraa, ettd M, w F OCA ja (koska w oli mielivaltainen) M F GA — OCA.

O

Nimityksilla T-validi, S4-validi ja S5-validi tarkoitamme validisuutta kaikissa kyseisen
tyyppisissd malleissa.

5.3 Kehyksen miidrdamai systeemi

Olemme jo maininneet, ettd Kripke-mallista (W, R, P) voidaan erottaa sen osastruktuuri
(W, R), jota kutsutaan Kripke-kehykseksi. Mallien sijasta voimme ottaa lihtokohdaksi
yhtd hyvin my6s kehykset ja sanoa, ettd kun P on valuaatio, niin (W, R, P) on kehykseen
(W, R) liittyva malli. Sanomme kaavan A olevan wvalidi kehyksessd F ja merkitsemme
F E A, jos kaava A on validi jokaisessa kehykseen F' liittyvéssd mallissa (F, P).

Olkoon F' = (W, R) Kripke-kehys, M siihen liittyva malli ja w € W. Merkitdén

Th(M,w)={A|M,wE A},
Th(M)={A|ME A},
Th(F)={A|FEA}
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Kutsumme systeemia Th(M,w) maailman w, systeemia Th(M) mallin M ja systeemié
Th(F) kehyksen F mddrdadmdksi systeemiksi. Aikaisemmin esitetyn perusteella tiedimme,
ettd systeemit Th(M,w), Th(M) ja Th(F') sisaltavéit tautologiat ja skeeman (K') instans-
sit ja ovat suljettuja paattelysdannon (MP) suhteen. Systeemit Th(M) ja Th(F') ovat
suljettuja myos paittelysdannon (RN) suhteen, mutta olemme jo huomanneet, ettéd sys-
teemi Th(M,w) el vilttdméattéd toteuta tétd sulkeumaehtoa. Seuraava esimerkki osoittaa,
ettd systeemi Th(M) ei ole yleensi suljettu universaalin substituution (US) suhteen.

2,2)}. Tarkastellaan kehykseen
ja P(q) = {1}. Téassd mallissa

Kun A = p — Op, niin A € Th(M), mutta ¢ — Og = Alp/q] ¢ Th(M). Systeemi
Th(M) ei siis ole suljettu sdénnon (US) suhteen.

Lauseen 17 avulla saamme todistuksen sille, ettd kehyksen F' = (W, R) mé#édraama
logiikka T'h(F") on suljettu sddnnon (US) suhteen Jos nimittédin F' ¥ Alp/B], niin jossakin
mallissa M’ = (F, P') pitee M’ ¥ Alp/B], jolloin siis ||A[p/B]||™ # W. Valitaan nyt
sellainen P, ettd malli M = (F, P) toteuttaa ehdon

P'(q), jos q#p,
| B, jos ¢ = p.

Tilloin lauseen 17 perusteella ||A||Y = ||A[p/B]||™" # W, joten M ¥ A ja titen F ¥ A.
Néin on todistettu, ettéd jos F'E A, niin F' F A[p/B], eli etti

A € Th(F) = Alp/B] € Th(F).

Kun siis F' on Kripke-kehys, niin kaikkien siind validien kaavojen joukko Th(F') on
normaali modaalilogiikka.

5.4 Modaliteetit

Looginen ekvivalenttisuus A = B tarkoittaa, ettd ekvivalenssi A <+ B on validi. Koska
validisuus riippuu kéytettéavastd semantiikasta, loogisen ekvivalenttisuudenkin késite on
suhteutettava tarkasteltavaan semantiikkaan. Jos tarkastelemme samassa yhteydessa usei-
ta systeemeji, voimme ilmaista ekvivalenssin A «» B Y-validisuuden merkinnélld A =y, B.
Tassa X voi olla esimerkiksi jokin systeemeistd K, T, S4 tai S5. Kun tarkoitamme loogis-
ta ekvivalenttisuutta kaikkien Kripke-mallien luokassa, jaitdmme yleensé pois alaindeksin
K. Tamé on sikélikin perusteltua, ettd jos A =k B, niin myos A =y, B, jossa X on mi-
k# tahansa (normaali modaalilogiikan) systeemi (vrt. s. 29). Looginen ekvivalenttisuus on
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kaavojen vélinen ekvivalenssirelaatio (vrt. s. 19) myos Kripke-semantiikassa ja se siilyy,
jos alikaavoja korvataan loogisesti ekvivalenteilla kaavoilla:

B =y C = Alp/B] = Alp/C].

Erikoistapauksena tdstd saamme ekstensionaalisuussidénnén (RE) (s. 31 ja 38) semantti-
sen version:
BEZCéDBEZDC

ESIMERKKI 24. Séénnon (RE) perusteella OA = OB aina, kun A <> B on tautologia.

Siis esimerkiksi
O-—A

O(A A B)
O(AvV (BAC))

OA,
O(BAA),
O((AvVB)A(AVQ)).

Kutsumme negaatiomerkkien ja véalttdméattomyys- ja mahdollisuusoperaattorien pe-
rakkaisia esiintymid modaliteeteiksi. Systeemeissd on merkitykseltdéin erilaisia modaliteet-
teja. Esimerkiksi OOA =g5 OA ja OOA =g4 OA, mutta O0OA Zr OA ja O0OA #Zx OA.
Eris tapa arvioida tietyn systeemin ja intuitiivisten késitystemme vastaavuutta (jalkim-
méiset tietenkin riippuvat modaalioperaattorien tulkinnasta) on tutkia, millaisia merki-
tykseltdén erilaisia modaliteetteja systeemissd on. Jos jotkin niistd ovat mielestdmme sa-
maa merkitsevid (tai ainakin sellaisia, ettd niitd ei voi kdytdnnossd erottaa toisistaan),
niin systeemi ei talloin vastaa intuitiotamme. Voi olla myos niin, ettd systeemissé joi-
denkin modaliteettien merkitys samastuu, vaikka intuitiivisesti teemmekin eron niiden
vélille. Yleensd kuitenkin systeemeissé voidaan erottaa enemmén erilaisia modaliteetteja
kuin luonnollisessa kielessé.

Tutkimme téssé luvussa systeemien T, S4 ja S5 modaliteetteja. Systeemi S5 on sikéli
vahvin ja yksinkertaisin tissé tarkastelluista systeemeisté, etté siind on vahiten merkityk-
seltddn erilaisia modaliteetteja. Esittelemme ensin modaliteettien duaalisuutta koskevan
lauseen 29, joka helpottaa néitéd tarkasteluita.

Modaliteetin o duaali oP saadaan vaihtamalla modaliteetissa o operaattorit O ja <
keskenédén. Olemme jo muodostaneet modaliteettien duaaleja siirtdessdmme negaatiota.
Todistamme téssé, etté yleisesti

oA = aP-A
riippumatta siité, missé systeemissi loogista ekvivalenttisuutta tarkastellaan.

Seké Kripke- ettd L-semantiikassa on voimassa, ettda "0A = -4 ja-0A = 0-A (L-
semantiikka: lause 5 s. 19, Kripke-semantiikka: harjoitustehtivi). Téten —aA = aP-A,
kun a = 0O, © tai = (jalkimméiinen tapaus on triviaali, silli = = =).

Teemme induktio-oletuksen, ettéd ylla oleva tulos on voimassa modaliteetille «, jonka
pituus on k£ > 1. Olkoon modaliteetin « pituus k + 1 > 2. Talloin @ = aq g, jossa aq on
0O, < tai = ja modaliteetin ay pituus on k, ja

A = —\alCYQA = Ozf)—\agA.
Induktio-oletuksen perusteella —apA = af—A ja koska a” = aP a2 niin titen

—aA = oP-A.

ESIMERKKI 25. Olkoon o = OO¢. Tillsin o = o00. Kaavat ~00CA ja O0O-A
ovat loogisesti ekvivalentit kaikissa modaalilogiikan systeemeissa.
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Maidirittelemme implikaation a4 — SA duaaliksi implikaation f” A — aP A ja ekviva-
lenssin A <+ BA duaaliksi ekvivalenssin a” A <+ 8P A. Kiytimme skeeman (S) duaalista
nimitysta (S<).

ESIMERKKI 26. Skeeman (5) CA — OCA duaali on
(00)PA - OPA =004 — DA (50)

Tyhjan merkkijonon duaali on tyhja merkkijono itse. Taten skeeman (7') OA — A

duaali on
A= OA. (T0)

Olkoot « ja f modaliteetteja ja 3 sellainen systeemi, jossa skeema oA — S A on validi.
Talloin siis myos skeemat a—A — A ja 7f—A — ~a—A ovat valideja. Koska

ja vastaavasti ~a—A = oP A, niin my6s skeema
pPA = ol A

on validi systemissa 3. Téastd implikaatiota koskevasta tuloksesta seuraa myos lauseen 29
modaliteettien muunnossaantéjen duaalisuutta koskeva tulos:

Lause 29. Olkoon systeemissd 3 modaliteetin muunnossadinto aA =x fA. Tdlloin myds
OZDA =y ﬁDA

Seuraava esimerkki havainnollistaa ylld olevan todistuksen perusideaa.

ESIMERKKI 27. Oletetaan, ettd X on sellainen systeemi, jossa on voimassa OOA =y, OA.
Erityisesti myds jokaiselle kaavalle = A pétee, ettd O0O0-A =y O—-A. Jo lauselogiikasta seu-
raa, ettd kaavojen A ja B ollessa loogisesti ekvivalentit myos kaavat = A ja =B ovat kes-
ken&én loogisesti ekvivalentteja. Siis on voimassa -0O0—A =y ~O—A. Siirtdmaélla negaa-
tiota kummallakin puolella saamme CO——A =5 O A. Téstd saamme kaksoisnegaation
sdannon avulla COCA =y OA.

Todistamme seuraavaksi, ettd systeemissi S5 saa kayttdd sddntdjen ~CA = O0-A ja
-0A = ¢-A lisdksi muunnossdantojé, joihin viittasimme jo L-semantiikan yhteydessa
(s. 20).

Lause 30. Systeemissd S5 on voimassa

ooA =S5 DA, OOA =35 <>A,
OCA =g5 <>A, COA =g5 OA.

Todistus. Koska S5-mallit ovat refleksiivisid ja transitiivisia, ekvivalenssi OOA <> OA on
S5-validi (lauseet 23 ja 24). Duaalisuuden perusteella myos OOA <» G A on S5-validi.
Refleksiivisyyden perusteella OCA — G A on S5-validi. Osoitamme seuraavaksi, etté
skeema (5) ©A — OCA on Sh-validi: Oletamme, ettd M = (W, R, P) on S5-malli ja
M,w E OA. Téalloin on olemassa sellainen w’, ettd wRw' ja M,w" E A. Olkoon w”
sellainen maailma, ettd wRw”. Koska R on symmetrinen, niin w” Rw. Transitiivisuuden
perusteella w” Rw’, joten M,w"” F OA. Koska w” oli mielivaltainen sellainen maailma,
ettd wRw”, niin titen olemme osoittaneet, ettd M, w F OCA. Siis skeema OCA < CA
on SH-validi. Taten myos sen duaali COA <> OA on S5-validi. O
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Néiden muunnossiadntdjen avulla kaavoille voidaan etsié yksinkertaisempia esitysmuo-
toja.

ESIMERKKI 28. Olkoon A kaava. Talloin
OCO0A =55 COOA =g5 O0OA =95 OA
ja
O-00—~000A =g 0OCOO0—A =95 OCOOC—A

=g5 <Cooo-A =g5 ooo-A
=g5 O0C—A =45 O-A.

Modaliteetteja on syntaktiselta kannalta dédreton médra. Toisistaan merkinnéllisesti
eroavat modaliteetit voivat olla kuitenkin merkitykseltddn (siis semanttisesta niakokul-
masta) samoja. Modaliteetti, joka muodostuu k:sta perdkkéisestd negaatiomerkistd, on
semanttiselta kannalta aina sama kuin modaliteetti —, kun k& on pariton, ja tyhja merk-
kijono, kun k on parillinen. Negaatio voidaan aina myos siirtdd kaavassa oikealle sdén-
non -y A = o P-as A osoittamalla tavalla. Vertailtaessa modaliteetteja semanttises-
ti voidaankin tarkastella modaliteetteja, joissa esiintyy korkeintaan yksi negaatiomerkki.
Lauseesta 30 seuraa (harjoitustehtéva), etta systeemissd S5 on vain kuusi erimerkityksisté
modaliteettia. Ne ovat seuraavat:

(tyhja merkkijono), -, 0O, O-, < ja <.

Tamé tarkoittaa, ettd olipa o miké tahansa modaliteetti, niin a4 on loogisesti ekvivalentti
systeemissd S5 jonkin kaavoista

A, —A, OA, 04, <CA ja O-A

kanssa. Voidaan myos todistaa, ettei nditd modaliteetteja voi palauttaa toisiinsa. Alla on
esimerkki sopivasta todistustekniikasta.

ESIMERKKI 29. Osoitamme, ettd modaliteettien O— ja < merkitykset eroavat systee-
missd S5: Olkoon M = (W, R, P), jossa W = {w}, R = {{w,w)} ja P on sellainen
valuaatio, ettd P(p) = (). Koska R on refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen, niin
M on S5-malli. Koska téssd mallissa M, w F O-p ja M, w F <p, ei skeema O0-A < CA
ole S5-validi.

Koska my6s S4-mallit ovat transitiivisia, on voimassa OOA =g4 OA ja OCA =gy
GA. On myos voimassa OOA =gy OOCOA (harjoitustehtavid) ja titen duaalisuuden
perusteella OCA =g, OCOCA.

Koska esimerkiksi OCA #g4 ¢ A (harjoitustehtavé), niin systeemissd S4 on merkityk-
seltddn erilaisia modaliteetteja enemmén kuin systeemissd S5. Voidaan todistaa (ks. [9,
s. 153]), ettd ndmé modaliteetit ovat tyhjd merkkijono, negaatio ja

o, oo, < O 0o, o0, <0,
SO, ooO, oo, oo, O

(yhteensé siis 14 modaliteettia). Systeemissé S4 kaikki modaliteetit cA voidaan siis esittaa
loogisesti ekvivalentissa muodossa S A tai f—A, jossa modaliteetin £ pituus on korkeintaan
kolme merkkié.
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Kaytdmme alla seuraavaa merkintéa:

of=po---0O.
——

k kertaa

Systeemissd T on ddrettoman monta modaliteettia. Voidaan nimittédin todistaa, ettd kun
i < j, niin modaliteetin O° merkitys eroaa modaliteetista 07 (harjoitustehtivi).
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6 Modaalilogiikan todistusteoriaa

Edellytamme klassisen logiikan periaatteiden olevan voimassa modaalilogiikassa: jokainen
systeemi siséltédd osanaan tautologioiden joukon ja on suljettu paéttelysdéantojen

A A= B
— 5 (MP)
ja
A
———— (A teoreema, B kaava Us
A/ B ( ) (US)

suhteen. Modaalilogiikan systeemit muodostetaan lisdédmélla erityisid modaalisia periaat-
teita klassiseen lauselogiikkaan. Edelld méaarittelimme, ettd normaali modaalilogiikka eli
systeemi on sellainen joukko modaalilogiikan kaavoja, joka lauselogiikasta maaraytyvien
ehtojen liséksi siséltdd skeeman (K) instanssit ja on suljettu vélttdmattomyyssddnnon
(RN) suhteen. Teemme tidhén kuitenkin sellaisen poikkeuksen, ettd emme kutsu kaikkien
modaalilogiikan kaavojen muodostamaa joukkoa normaaliksi modaalilogiikaksi, vaikka se
triviaalisti ndmé ehdot toteuttaakin. Téssd luvussa tutkimme systeemejd syntaktisesti
eli todistusteoreettisesti. Luonnehdimme tasmaéllisesti, millaisia péaattelyita eri systeemeis-
sé voi tehda. Ennen modaalilogiikan aksiomatisointia tutustumme yleiselld tasolla aksio-
matisointiin liittyviin ndkékulmiin ja esittelemme induktiotodistusperaatteen deduktion
pituuden suhteen.

6.1 Luotettavuus ja taydellisyys

Jos tarkoituksemme on aksiomatisoida jokin systeemi, jonka semanttisen luonnehdinnan
tunnemme ennestdin (kuten esimerkiksi systeemi S5), aksioomien on oltava valideja vas-
taavassa semantiikassa (systeemin S5 kohdalla esimerkiksi L-valideja). Semanttisesta né-
kokulmasta katsoen todistusteoriassa johdetaan loogisesti tosista (suhteutettuina tarkas-
teltavaan logiikkaan) aksioomista paittelysddntojen avulla uusia loogisesti tosia kaavoja.
Padttelysdantojen tulee siis sdilyttad totuus, jotta syntaktiset padttelyt olisivat semantti-
sesti mielekkaitd. Modaalilogiikassa "totuuden séilyminen” on luontevinta mééaritella sa-
nomalla, ettéd validisuus kaikissa (relevanteissa) malleissa séilyy (vrt. sivu 30). Namé ak-
sioomasysteemille asetetut vaatimukset takaavat sen luotettavuuden: jokainen aksiooma-
systeemin teoreema on validi. Kun aksiomatisoimme jonkin systeemin, jolle meilld on jo
semanttinen luonnehdinta, luotettavuuden liséksi tavoittelemme myos aksioomasysteemin
taydellisyyttd: jokaisen validin kaavan pitdd olla johdettavissa.

Maarittelemme seuraavaksi tédsmaéllisesti luotettavuuden ja téydellisyyden késitteet.
Oletetaan, ettéd tarkastellaan aksioomasysteemid S ja logiikkaa £, jonka suhteen on maa-
ritelty totuuden, loogisen totuuden ja loogisen seurauksen késitteet. Merkitsemme

e F, A, jos kaava A on looginen totuus logiikassa £

o A Ay ... A, Fr B, jos logiikassa £ kaavoista A;, As, ..., A, seuraa loogisesti
kaava B

e -5 B, jos B on aksioomasysteemin S teoreema

o A Ay ... A, Fs B, jos johtopdiatos B on johdettavissa aksioomasysteemissid S
premisseista, Ay, Ag, ..., A,.
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Kun on voimassa
jOS Al,Ag, .. .,An l_g B, niin Al,AQ,. .. ,An i:£ B,

aksioomasysteemi S on luotettava logiikan £ suhteen. My6s nimityksid ehed (sound) ja
korrekti kaytetaan. Téaydellisyys tarkoittaa kéédnteisen véitteen

jOS Al,Ag,...,An ':C B, niin Al,AQ,...,An "33

voimassaoloa. Tulosta, joka ilmaisee seké luotettavuuden ettd tdydellisyyden, nimitetddn
usein "taydellisyystulokseksi”. Erikoistapauksena tédydellisyystuloksesta saadaan, etté lo-
giikan £ loogisten totuuksien joukko on sama kuin aksioomasysteemin S teoreemojen
joukko: F, B, jos ja vain jos Fg B.

6.2 Induktiotodistus deduktion pituuden suhteen

Deduktio on siis dérellinen kaavajono By, Bs, ..., B,,, jossa jokainen jonon jasen B; toteut-
taa aksioomasysteemin S = (A, R) asettamat ehdot (ks. luku 1.4 s. 9—11). Jos voimme
todistaa, ettd kaikilla kaavoilla A € A on jokin sellainen ominaisuus O, joka séilyy péaét-
telysdantoja r € R kiytettdessd, niin kaikilla jonon By, B, ..., B,, kaavoilla on myo6skin
tdméa ominaisuus O. Erityisesti siis kaikilla teoreemoilla on ominaisuus O.

Tatéa todistusmenetelméd kutsutaan induktioksi deduktion pituuden suhteen. Siiné siis

osoitetaan, etté
O(A) aina, kun A € A
ja
O(Cy),...,0(Cy) = O(C) aina, kun r € R jar(Cy,...,Cy) = C,

ja todetaan, etté induktioperiaatteen mukaisesti
O(B) aina, kun kg B (eli kun B on teoreema).

Annamme seuraavaksi esimerkkinéd tamén todistustekniikan soveltamisesta vaihtoeh-
toisen todistuksen sille, ettd kaikki tautologiat ovat K-valideja. Téssd todistuksessa on
kuitenkin oletettava tunnetuksi alla esiteltdvén lauselogiikan aksiomatisoinnin taydelli-
syysteoreema, jonka todistaminen ei ole aivan yksinkertainen asia.

Modaalilogiikan lauselogiikkaa vastaavalle osalle voidaan esittdd esimerkiksi seuraa-
vanlainen aksiomatisointi, kun peruskonnektiiveiksi valitaan negaatio ja disjunktio (ja
tulkitaan kaikki modaalioperaattoreilla alkavat lauseet atomilauseiksi):

Aksioomat:

(AVA)— A, (Azy)
B — (AV B), (Az)
(AVB)— (BVA), (Azs)
(B—C)—= ((AvB) = (Av()). (Azy)

Padttelysddinto: LA B

, A—

—F (MP)
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Pédttelysddnto (MP) sdilyttad K-validisuuden (s. 30). Helposti voidaan todistaa myos,
ettd aksioomaskeemat Azq, Axs, Azs ja Az, ovat K-valideja (harjoitustehtavi). Induk-
tioperiaatteesta seuraa téten, etté jokainen tdmén aksiomatisoinnin teoreema on K-validi.
Lauselogiikan taydellisyysteoreeman mukaan kaava A on tdmén aksioomasysteemin teo-
reema, jos ja vain jos A on tautologia. Téten saamme tuloksen, ettéd jos kaava on tauto-
logia, niin se on K-validi.

6.3 Lauselogiikan aksiomatisoinnista osana modaalilogiikkaa

Modaalilogiikka siséltéé siis osanaan lauselogiikan ja tdten modaalilogiikan aksioomasys-
teemien pitad sisdltdd osanaan myos lauselogiikan aksiomatisointi. Jos aksiomatisoisimme
lauselogiikan osan modaalilogiikasta esimerkiksi edelld esitetylld tavalla, niin modaalilo-
giikan deduktioista tulisi melko pitkid, koska myos lauselogiikasta johdettavat tulokset
pitéisi aina esittdd tdaydellisind deduktioina.

Toisaalta jokainen klassisen lauselogiikan aksiomatisointi on sellainen, ettd aksiooma-
systeemin teoreemojen joukko on kaikkien tautologioiden joukko ja on (periaatteessa) me-
kaanisesti todettavissa, onko jokin lause tautologia vai ei. Sovimmekin, ettd hyviksymme
aksioomiksi kaikki tautologiat.

Lauselogiikassa péatee myos, ettd jos AjAAsA---A A, — B on tautologia, niin paéttely,
jossa premisseistd Ay, A, ..., A, paatellidn B, siilyttdd totuuden. Muotoilemmekin
tdmén perusteella padttelysadnnon

Al,AQ,...,Ak
B )
Téssa siis alaindeksi k kertoo kiytettdvien premissien lukuméaéran. Paéttelysaanto (PLy)
on rekursiivinen. Kun on annettu kaavat Ay, A, ..., A; ja B, niin aina voidaan periaat-
teessa ratkaista kysymys siitd, onko kaava B pédteltavissd padttelysadnnon (PLy) avulla
kaavoista Ay, As, ..., Ai. Ratkaisumenetelméné voidaan kayttda esimerkiksi totuustau-
lumenetelméé ja tutkia, onko implikaatio A; A --- A Ay — B tautologia.

Pédttelysdénto (MP) on selvésti sdédnnon (PLy) erikoistapaus. Tapauksessa k = 0

paattelysaanto (PLy) saa muodon

jos Ay N Ay A -+ N A, — B on tautologia. (PLy)

5 jos B on tautologia.
Sovimme, ettd padttelysiddnto (PLg) edustaa periaatetta, ettd jokainen tautologia on
aksiooma. Modaalilogiikan aksiomatisoinnissa esitimme pééttelysaannoilla (PLy), k =
0,1,2,..., lauselogiikan aksiomatisoinnin. Koska kéytettavien premissien lukumééra ai-
na ilmenee deduktiosta, jatdmme yleensd alaindeksin £ pois ja puhumme vain yhdesté
pééttelysddnnosta (PL). Voidaan osoittaa (harjoitustehtévi), ettd péadttelysaantd (PL)
voidaan johtaa sééntojen (PLg) ja (MP) avulla.

6.4 Systeemi K

Pienintd normaalia modaalilogiikkaa kutsutaan systeemiksi K. Aksiomatisoimme® systee-
min K seuraavasti:

6Tssmallisesti ottaen meidén pitdisi antaa oma merkinté kyseiselle aksioomasysteemille, silld on mui-
takin aksioomasysteemejé, joiden teoreemojen joukko on K. Kontekstista on kuitenkin selvéé, milloin
puhuessamme systeemisté oleellista on my6s se, minké erityisen aksioomasysteemin méaaragdmaé logiikka
se on.
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Aksiooma:

0(A — B) — (DA — OB). (K)
Padttelysddannot:
A, Ag, . A
- 273 2k jos Ay A Ay A--- A Ay — B on tautologia; (PL)
DA jos A on teoreema. (RN)

Jos A on todistuva systeemissi K eli A on K-teoreema, merkitsemme g A. Esitdm-
me seuraavaksi esimerkkejd deduktioista systeemissi K. Muodollisesti kaavan A = A,
todistus aksioomasysteemissd K on aikaisemmin esitettyjen yleisten mééritelmien (s. 9—
11) mukaisesti kaavajono Ay, A, ..., A,, jossa jokainen kaava A; on joko aksiooma tai
tautologia tai pédtelty jonkin paattelysddnnon avulla sitd jonossa edeltdvistd kaavoista.
Kun tehdédén aktuaalisia todistuksia, todistusjonon kaavat kannattaa merkité allekkain ja
numeroida, jolloin kaavan oikealle puolelle voidaan merkité perustelu sille, miksi kaava on
voitu ottaa todistusjonoon.

ESIMERKKI 30. kg OO(A V —A), deduktio:

1. Av-A (PL)
2. O(Av-A4) 1,(RN)
3. oO(Av-A) 2,(RN).

Ensimmaéinen askel oikeutetaan silld, ettd AV —A on tautologia.
ESIMERKKI 31. Fx OA A O(A — B) — OB, deduktio:

1. 0(A—B)— (DA—0B) (K)
2. DANO(A— B) - 0B 1, (PL).

Toinen askel oikeutetaan sillé, ettd kaava
(0(A— B) = (DA — 0B)) —» (0AADO(A — B) - 0OB)
on tautologia.

ESIMERKKI 32. Fx O(A A B) — OA, deduktio:

1. ANB— A (PL)

2. O(AAB — A) 1,(RN)
3. O(AANB = A)— (O(AAB) - 0A) (K)

4. O(AANB) - 0OA 2,3, (PL).

Neljannen rivin kaava seuraa modus ponensin perusteella toisen ja kolmannen rivin kaa-
voista. Muodollisesti kédyttdméassdamme aksiomatisoinnissa neljés askel oikeutetaan silla,
ettéd kaava

O(AAB — A)A (O(AANB — A) — (O(AA B) — 04))
— (O(AA B) — 0A)

on tautologia. Emme endd jatkossa esitd tdménkaltaisia lisiperusteluja sddannén (PL)
kédyton yhteydessa.
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Osoitamme seuraavaksi, ettd systeemissid K on kiytettivissa padttelysiannot

A— B
_ M
0A — OB’ (M)
A< B
. E
0A «~ OB (RE)

Johdamme ensin péaéttelysdannon (RM ).

1. A—- B oletus

2. O(A— B) 1, (RN)
3. 0(A— B)— (0DA—0B) (K)

4. OA—0OB 2,3, (PL).

Tekemadmme oletus A — B tarkoittaa sitéd, ettd oletamme kaavojen A ja B olevan sellaisia,
ettd skeema A — B on teoreema. Esimerkiksi voisi olla, ettd A = p; Aps ja B = pq, jolloin
saannon (PL) perusteella A — B = p; Aps — p; on teoreema. Monotonisuussaantd (RM)
(vastaavaan tapaan kuin myos (RN) ja (RE)) on tulkittava seuraavasti:

Jos A — B on teoreema, niin JA — OB on teoreema.

Siita siis el seuraa, ettd esimerkiksi kaava (p — ¢) — (Op — Ogq) olisi teoreema, aivan

vastaavasti kuin sddnnostd (RN) ei seuraa, ettd p — Op olisi teoreema.
Ekstensionaalisuussdannon (RE) johtamisessa kidytamme hyviksi monotonisuussiin-

toa (RM). Yleisesti, kun olemme johtaneet jonkin teoreeman tai padttelysdédnnon, sita

voi myOhemmin kayttad todistuksissa ilman, ettd kyseinen teoreema tai paéttelysdanto

pitédd johtaa uudelleen.

A+ B oletus

A— B 1,(PL)

0OA — OB 2,(RM)

B— A 1,(PL)

OB — 0OA 4,(RM)

6. OA<+< 0B 3,5,(PL).

Gl W=

Kun kdytossd on monotonisuussidanté (RM), teoreemalle O(A A B) — OA voidaan
esittdd lyhyt johto:
1. ANB—> A (PL)
2. O(AANB)—O0OA 1,(RM).

Osoitamme seuraavaksi, ettd Fx OA <> =O—=A. Téssé siis =O—A on lyhenne kaavalle

1. A+ —-A (PL)

2. DA+ 04 1, (RE)

3. O—A+ ——o0-—A (PL)

4. OA & —-—O0--A 2,3, (PL)

5. OA + ~O-A 4 toisin kirjoitettuna.

Kéaytamme télle teoreemalle nimitystd (Df0O), silld tAmé teoreema osoittaa, miten ope-
raattori O voitaisiin méaéritelld operaattorin & avulla. Tosin olemme menetelleet péin-
vastoin ja méadritelleet operaattorin <& operaattorin O avulla. Triviaalisti onkin voimassa
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Fr OA < —0O-A, silla OGA on lyhennysmerkinta kaavalle —-O0—-A. Kaytdmme télle teo-
reemalle nimitystd (Df<). Kun jossakin kaavassa esiintyy alikaavana —-0—A, niin tAmén
alikaavan saa korvata alikaavalla G A. Johdamme mychemmin todistusteoreettisen version
saannostd (REP), joka oikeuttaa soveltamaan myos sdantod (DfO) talla tavoin suoraan
osakaavoihin.

ESIMERKKI 33. Esimerkkind sddnnon (Df <) kiytostd osoitamme, ettd - CA — O(AV
B):

1. =(AVB)—-A (PL)

2. 0-(AVB)—0O-A 1,(RM)
3. -0-A — -0-(AVB) 2,(PL)
4. OA— O(AV B) 3, (DfO).

Voidaan todistaa (harjoitustehtdvi), ettd systeemissd K on kdytossd myos paattely-
saanto

ANB —C
OAANDOB — oC
ja padttelysddntojen (RM) ja (RE) duaalit:
A—B
CA— OB’
A< B
OCA <+ OB

(RR)

(RMO)

(REO)

Teoreema CA — O(AV B) seuraa luonnollisesti vélittomésti paéttelysdannon (RM <)
avulla tautologiasta A — (A V B).

Universaali substituutio

Kaikissa edella esitetyissd todistuksissa olemme johtaneet teoreemaskeemoja. Voisimme
toki yhta hyvin johtaa varsinaisia teoreemojakin. Esimerkiksi teoreemaskeeman A —
(A V B) sijasta voisimme todistaa sen instanssin Op; — O(py V po). Jos olisimme néin
tehneet, voitaisiin kuitenkin kysy#, onko myo6s tdmén mainitun teoreemaskeeman toinen
instanssi Opy — O(pe V p1) teoreema. Kysymys on itse asiassa siitd, onko universaali
substituutiosdanto (US) kiytettivissd aksioomasysteemissdmme.

Vaikka padttelysdantoa (US) ei olekaan mainittu aksiomatisoinnissa, on kuitenkin voi-
massa, etta jos g A, niin Fx A[p/B], jossa B on mielivaltainen kaava. Osoitamme tdmén
induktiolla kaavan A = A,, deduktion A;, A, ..., A, suhteen: Jos kaava A; on tautolo-
gia, niin myos kaava A;[p/B] on tautologia (lause 9 s. 29). Jos taas A; on skeeman (K)
instanssi, niin triviaalisti myos A;[p/B] on tédmén skeeman instanssi. Jos A; on pédtel-
ty kaavoista A; ja A; — A;, niin kaava A;[p/B] seuraa vastaavasti kaavoista A;[p/B] ja
(A; = A)[p/B] = Ajlp/B] — Ailp/B]. Jos A; = OA; on péiitelty kaavasta A;, niin
vastaavasti A;[p/B| = OA,;[p/B] voidaan péételld kaavasta A;[p/B].

Néin olemme osoittaneet, ettd kaavan A[p/B] deduktio saadaan yksinkertaisesti kor-
vaamalla kaavan A todistuksen Aj, Ag, ..., A, jokaisessa kaavassa lausemuuttuja p kaa-
valla B.

Tarkastelimme téssd aksioomasysteemid K, mutta on selvid, ettd siénto (US) on
voimassa myos, vaikka tdhén aksioomasysteemiin lisdttéisiinkin muita aksioomaskeemoja.
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6.5 Korvaussianto

Kun ¥ on sellainen normaali modaalilogiikka, ettd -y Op; — pip, niin sddnnon (US)
perusteella esimerkiksi Fy, O—-p; — —p; ja by O-—p; — ——p;. Emme kuitenkaan paét-
telysddnnon (US) avulla pysty péétteleméén, ettd by, Op; — ——pq, vaikka kaavat p; ja
——p; ovat loogisesti ekvivalentit. Saéntod (US) kédytettdessd on nimittédin korvattava sys-
temaattisesti kaikki korvattavan kaavan esiintymét. Johdamme seuraavaksi paéttelysian-
non, joka oikeuttaa korvaamaan teoreemoissa kaavan sille loogisesti ekvivalentilla kaavalla.
Olemme jo esittaneet (ks. s. 20 ja 24) téstd korvaussidanndstd (REP) semanttisen version:

Jos D = E, niin Alp/D] = Alp/E].

Todistamme seuraavaksi, ettd korvaussdanto (REP) voidaan johtaa aksioomasysteemissi
K.

Lause 31 (REP). Jos b D <> E, niin g Alp/D] < Alp/E].

Todistus. Todistamme véiitteen induktiolla kaavan A pituuden suhteen. Ensinndkin voim-
me todeta, ettd koska oletuksen perusteella Fx D < E ja Fg ¢ < ¢, niin viite on
voimassa, kun A on p tai jokin muu lausemuuttuja q.

Teemme sitten induktio-oletuksen: Fx Blp/D] «» B[p/E] ja bk Clp/D] « C[p/E].
Lauselogiikan perusteella induktio-oletuksesta seuraa, ettd Fx —B[p/D] <> =B[p/E], jo-
ten induktiovéite on voimassa tapauksessa A = —B. Tarkastelemme seuraavaksi tapausta
A = B AC. Koska kaava

(Blp/D] < Blp/E]) A (Clp/D] « Clp/E))
— ((BAC)[p/D]) + (B AC)[p/E))

on tautologia, niin Fx (BAC)[p/D] <+ (BAC)[p/E] ja induktioviite on siis voimassa téssé
tapauksessa. Lopuksi tarkastelemme tapausta A = OB. Induktio-oletuksesta B[p/D] <«
Blp/ E] seuraa paattelysdannon (RE) perusteella, ettd -x OB[p/D] <+ OB|p/E]. O

Saannon (REP) todistamisessa tarvittiin lauselogiikan periaatteiden lisiksi vain eks-
tensionaalisuussddntod (RE), jonka johtamiseen tarvitaan (s. 51) skeemaa (K) ja padtte-
lysdantoja (PL) ja (RN). Sddnto (REP) on siis yleisesti voimassa normaalien modaalilo-
giikkojen yhteydessd. Saénto (REP) voidaan esittdd myos seuraavasti (ks. s. 24):

Jos Fx D < FE ja kaava A* on saatu kaavasta A korvaamalla siind yksi tai
useampi kaavan D esiintymé kaavalla F, niin Fx A < A*.

Duaaliset paittelysadnnot

Kun ¥ on normaali modaalilogiikka, niin Fy —-0A < O-A4 ja by 7CA < O0-A (harjoi-
tustehtiavi). Korvaussadntod hydodyntdmélla voimme induktiolla modaliteetin o pituuden
suhteen todistaa, ettii yleisemminkin on voimassa by —aA < aP—A (harjoitustehtivi).
Olkoon systeemi X sellainen, etta

(S) Fe A — BA.
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Kun sijoitamme tdhén skeemaan A:n paikalle = A, niin Fy a—A — f—A. Kontraposi-
tion periaatteen mukaisesti talloin Fy, =—A — —a—A, josta negaation siirtoa koskevan
tuloksen ja kaksoisnegaatiosddnnon perusteella saamme, etti

(S0) e BPA — P A.

Jos siis skeema (S) on systeemin X aksiooma- tai teoreemaskeema, niin my6s sen duaali
(S<) on systeemin X teoreema.
Saamme helposti myos seuraavan ekvivalenssia koskevan tuloksen.

Lause 32. Olkoon X normaali modaalilogiikka. Jos by, aA < BA, niin
I_E aDA <~ 5DA

Tamén lauseen todistamisen jatdmme harjoitustehtédviksi. Lauseesta seuraa, ettd jos
systeemissd X on voimassa padittelysdanto

A< B
(R) — A
aA <~ (B
niin siind on voimassa myos sen duaali
A+ B
& .
(£O) oaPA+ PB

Olemme jo esitténeet esimerkkeja téllaisista toisilleen duaaleista padttelysadnnoista sivul-
la 52.

6.6 Systeemin K laajennuksia

Muita normaaleja modaalilogiikkoja saadaan lisddmélla pienimmé&n normaalin modaali-
logiikan K aksiomatisointiin lisdiaksioomia, esimerkiksi yksi tai useampi seuraavista aksi-
oomaskeemoista:

(D) DA — OA,

(T) OA— A, (TO) A— OA,
(B) A— OCA, (BO) ©OA — A,
(4) 0OA— OOoA, (40) OCA — OA,
(5) C©A— O0A, (5¢) <©DA — OA.

Olemme kéyttédneet merkintdd KSy ... S, sellaiselle systeemille, joka saadaan lisdé-
méllé systeemin K aksiomatisointiin aksioomaskeemat Sy, Ss, ..., S,. Totesimme silloin,
ettd systeemille KT kidytetddn myos nimitystd T, systeemille KT4 nimitystd S4 ja sys-
teemille KTB4 nimitystd S5. Jos kaava A on todistuva systeemissd T (vast. S4 ja S5),
puhutaan T'-teoreemasta (vast. S4-teoreemasta ja Sh-teoreemasta) ja merkitddn Fp A
(vast. Fgq4 A ja g5 A). Niiden systeemien téssé esitetyt médritelmédt ovat sellaiset, et-
ta triviaalisti jokainen K-teoreema on myd6s T-teoreema, jokainen 7T-teoreema on myos
S4-teoreema ja jokainen S4-teoreema on myos SH-teoreema.

Pienimmén normaalin modaalilogiikan systeemin K teoreemat ja paattelysdadnnot ovat
kéytettavissa jokaisessa systeemissd KSy ... S,. Yhteenvetona néista kiytettavissa olevis-
ta paattelysaannoista esitimme seuraavan lauseen:
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Lause 33. Jokaisessa aksioomasysteemissd KSq ... Sy on kdytettdvissa pddattelysddnndt
(RM), (RM<), (RE), (REC), (RR), (RRC) ja (REP).

Alikaava ~0-A voidaan korvata kaavoissa alikaavalla CA ja alikaava ~C—A alikaa-
valla OA.

Todistus. Paattelysaannot (RM) ja (RE) on johdettu sivulla 51 ja pédattelysidanto (REP)
sivulla 53. Muiden pééttelysddntdjen johtamisen jatdmme harjoitustehtiviksi. Lauseen
jalkimméinen véite seuraa padttelysddnnostd (REP) ja K-teoreemoista (Df0) ja (Df<).

]

Johdamme téssd muutamia 7-, S4- ja S5-teoreemoja. Chellaksen kirjassa [9] on useita
lisdesimerkkejé vastaavanlaisista deduktioista. Aloitamme skeeman (7") duaalista (7C).

ESIMERKKI 34. 7 A — O A, deduktio:

1. o-A—-A (T)
2. A—-0-A 1,(PL)
3. A OA  2,(DfO).

ESIMERKKI 35. Fp OA — ©A, deduktio:

1. gA—-A (T)
2. A= OCA  (TO)
3. 0A— OA 1,2,(PL).

Skeema (D) on siis T-, S4- ja S5-teoreema.

ESIMERKKI 36. kg4 OOCA — OA, deduktio:

1. 0-A—oo-A (4)

2. -—O0-A«0-A (PL)

3. 004« oo-4 2,(RE)
4. —0--0-A «+ -00-A 3,(PL)
5. OCA « -Oo-A 4, (DfO)
6. -0D0-A — -0-A 1, (PL)
7. -O00-A = OA 6, (DfQ)
8. OOA— OA 5,7, (PL)

Tama deduktio voidaan esittdd hieman lyhyemmin, jos kiytetain sdantod (REP). Skeema
(4<) on siis S4- ja S5-teoreema. Vastaavan tyyliin voidaan osoittaa skeeman (B<) olevan
S5-teoreema.

Seuraavassa esimerkissé osoitamme, ettd skeema (5) on S5-teoreema.

ESIMERKKI 37. kg5 CA — OOCA, deduktio:

1. OCA = OA (40)

2. 00CA - 0OCA 1,(RM)
3. ©A—00CA (B)

4.

OCA—DO0A  2,3,(PL).
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Esimerkin 37 perusteella KT5 C KTB4. Osoitamme, ettd skeemat (B) ja (4) ovat
systeemin K'T5 teoreemoja. Téstd seuraa, ettdi KTB4 C KT5, jolloin siis KTB4 =
KT5. Johdamme ensin skeeman (B):

1. A=>CA (T)
2. OCA—OCA (5)
3. A»O0A 1,2, (PL).

Siis l_KT5 A — OCA.
Ennen skeeman (4) johtoa osoitamme aputulokseksi, ettd Frrs COA — OA eli etté
(5<) on systeemin KT5 teoreema:

1. ©=A—0o-A (5)

2. =O0—A — =O—A 1,(PL)

3. -O0C-A — OA 2,(Dfo)

4. O=A — —O-A ( L)

5. O0C-A — O-—-0-A4 4,(RM)

6. "O0-—-0C-A— -00-A 5,(PL)

7. OOA — -00-A 6, (DfO), (DfQ)
8. OOA — DA 3,7, (PL).

Tamén johdon jédlkeen saamme helposti, ettd Frrs OA — OOA:

OOA — OA (5<0)
OC0A — 0oA 1,(RM)
0A —-o0OoA (B)

0A — 0ODA 2,3,(PL).

Ll A

Olemme néin todistaneet, ettd S5 = KTB4 = KT5:

Lause 34. Systeemin S5 aksiomatisoinnissa aksioomaskeemat (B) ja (4) voidaan korvata
aksioomaskeemalla (5).
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7 Luotettavuus

Olemme esitelleet syntaktisen ja semanttisen tavan tarkastella systeemejé. Tutkiessamme
esimerkiksi systeemid S5 voimme joko johtaa sen teoreemoja aksioomasysteemin KTB4
(tai KT5) avulla tai voimme semanttisesti tutkia, mitkd kaavat ovat S5-valideja. Voidaan
kuitenkin todistaa, ettd lopputulos eli se, mitd kaavoja systeemiin S5 kuuluu, on sama
kummassakin menettelytavassa. Kyse on modaalilogiikan luotettavuus- ja tdydellisyystu-
loksista.

Olkoon C Kripke-kehysten (tai -mallien) osaluokka. Sanomme, ettd kaava A on validi
luokassa C, ja merkitsemme F¢ A, jos F'E A aina, kun F' € C (vastaavasti mallien ollessa
kyseessd M E A aina, kun M € C). Kaikkien luokassa C validien kaavojen joukolle kéy-
tamme merkintdd T'h(C) ja kutsumme sitd luokan C determinoimaksi systeemiksi. Jos Cp
on joidenkin kehysten muodostama luokka, niin Th(Cr) = Th(Cy), jossa Cp; on kaikkien
kehyksiin F' € Cp liittyvien mallien luokka.”

Merkitdin KS = KSj ... S, (voimme tulkita timén myos niin, ettd skeema S on skee-
mojen S, Sy, .. .,S, konjunktio). Normaali modaalilogiikka KS on luotettava suhteessa
luokkaan C, jos on voimassa, ettd jokainen systeemin KS teoreema on validi luokassa C.
Systeemin KS téydellisyys luokan C suhteen tarkoittaa kdénteistd vaitettd eli sitd, ettd
jokainen luokassa C validi kaava on systeemin KS teoreema. Kun seké luotettavuus etté
taydellisyys ovat voimassa, niin Th(C) = KS ja luokka C siis determinoi systeemin KS.

Aksioomasysteemin KS luotettavuus ja taydellisyys madritellaén siis suhteessa johon-
kin mallien tai kehysten luokkaan C. Varsinaisen tuloksen kannalta ei oikeastaan ole mer-
kitystéa silld, miké aksiomatisointi on valittu, silld néissé tuloksissa tutkitaan aksioomasys-
teemin teoreemojen joukkoa. Tulosten todistukset luonnollisesti eroavat sen mukaisesti,
millaista aksiomatisointia kaytetdéan. Luokka C sen sijaan voidaan valita eri kriteereilld ja
néin saadaan ainakin nédennéisesti erilaisia luotettavuus- ja taydellisyystodistuksia.

Osoitamme ensimmaéiseksi systeemin K luotettavuuden. Todistamme induktiolla kaa-
van A deduktion pituuden suhteen, ettd kun Fx A, niin jokaisessa Kripke-mallissa M F A.

Olkoon kaavan A = A, todistus Ay, Ao, ..., A,_1, A,. Télloin siis A; on

e tautologia eli se on pédtelty sdannolla (PLyg)

e skeeman (K) instanssi

e piiditelty padttelysdannoilla (RN) kaavasta A;, j < i, tai

e pidtelty padttelysaannolla (PLg), k > 1, sitd edeltavistd kaavoista.

Teemme induktio-oletuksen, ettd M F A;, kun j < ¢, ja induktioaskeleessa osoitamme
kdymaélla 1api ylld mainitut nelji mahdollisuutta, ettda M F A;. (Huomaa, etté tapauksessa
i =1 ei ole muita mahdollisuuksia kuin ettd A; on tautologia tai skeeman (K') instanssi.)

e Jos A; on tautologia, niin lauseesta 19 (s. 36) seuraa, ettd M F A,.

e Jos A; on kaavan (K) instanssi, niin lauseen 10 (s. 30) perusteella M E A;.

"Malleista voidaan muodostaa kuitenkin luokka Cjs niin, etti mukaan otetaan vain osa kehyksiin
liittyvistd malleista ja télloin ei aina ole sellaista kehysten luokkaa C, ettd Th(Cas) = Th(Cr). Erityisesti
ns. yleisiin kehyksiin (general frames) liittyviit mallit voivat muodostaa téllaisia luokkia, joita ei vastaa
mikédédn (tavallisten) kehysten luokka tédssd mielessd. Ks. [25, s. 49-].
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e Jos A; on padtelty pédttelysdannon (RN) avulla kaavasta A;, j <4, niin A; = OA,
ja induktio-oletuksen perusteella M E A;, jolloin lauseen 10 perusteella M F OA;.

e Jos A; on padtelty pédttelysaannolla (PLg) (k > 1) kaavoista Aj,, A,,, ..., A;,
max{ji, ja, ..., Jk} <, niin kaava (4;, A A;, A... AN A;) — A; on tautologia, joten
lauseen 19 perusteella M E (A, AAj, A...ANAj, ) — A;. Téten induktio-oletuksesta
MEA; (m=12,...k)seuraa, ettd M F A; (harjoitustehtéva).

Kun siis M on Kripke-malli, niin Fx A = M F A. Saamme néin seuraavan luotetta-
vuustuloksen:

Lause 35. Pienin normaali modaalilogiikka K on luotettava kaikkien Kripke-mallien luo-

kan suhteen:

Vastaava tulos pétee tietenkin myos mille tahansa Kripke-mallien osaluokille. Erityi-
sesti on voimassa Fx A = F E A kaikille Kripke-kehyksille. Voimme todistaa tdméan
myo6s suoraan, silld ylld olevassa induktiotodistuksessa voimme mielivaltaisen K-mallin
M sijasta tarkastella yhtd hyvin mielivaltaista K-kehysta.

Téaysin vastaavasti voimme todistaa myos yleiselle systeemille KS seuraavan luotetta-
vuustuloksen:

Lause 36. Jos M on sellainen Kripke-malli, etté M E S; (i =1,2,...,n), niin
Fks A= M E A.

Sama tulos pdtee myds, jos mallin M sijasta tarkastellaan kehystd F .

Olemme téssé tarkastelleet vain sellaisia systeemejé, joissa on lisdtty systeemiin K &4-
rellinen méara aksioomaskeemoja. Periaatteessa aksioomaskeemoja voi olla my6s dareton
madrid. On helppo nidhda, etté téssa esiteltiavit tulokset patevat myos, vaikka liséttyja ak-
sioomaskeemoja olisi ddretonkin méérd, kunhan niiden joukko vain on rekursiivinen. On
kuitenkin olemassa sellaisiakin normaaleja modaalilogiikkoja, joita ei voi ollenkaan ak-
siomatisoida rekursiivisesti. Néille systeemeille ei luotettavuustuloksiakaan ole mielekésté
esittaéd. Hughes ja Cresswell [25, s. 14] mainitsevat 1dhteitd, joista 10ytyy esimerkkeja sys-
teemeistéd, jotka ovat vain ddrettomésti aksiomatisoitavista, ja myos systeemeisté, jotka
eivit ole (rekursiivisesti) aksiomatisoitavissa.

Sanomme, ettd F' on kehys systeemille KS, jos jokainen systeemin KS teoreema on
validi kehyksessa F' eli jos KS C Th(F'). Jokainen Kripke-kehys on siis kehys systeemille
K. Jos F' on kehys systeemille KS, niin luonnollisesti skeemat S; ovat valideja kehykses-
séd F'. Lauseen 36 perusteella myos kiddnteinen véite pitda paikkansa, joten F' on kehys
systeemille KS, jos ja vain jos aksioomaskeemat Sy, Ss, ..., S, ovat valideja kehyksessé
F.

Tassé esitellyt luotettavuustulokset systeemeille KS ovat sikéli triviaaleja, ettéd ase-
timme kehykselle F' ehdon, etté siind ovat valideja skeemat S, Ss, ..., S,, mutta emme
luonnehtineet kehystd [’ naistd skeemoista riippumattomalla tavalla. Mielenkiintoisem-
pia luotettavuus- ja tdydellisyystuloksia saadaan, kun kehysté tai kehysten (tai mallien)
luokkaa luonnehditaan vaihtoehtorelaation ominaisuuksien avulla. Merkitsemme O;(R),
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jos relaatiolla R on ominaisuus O; (esimerkiksi R on refleksiivinen). Olkoon O ominai-
suuksien Oq, O,, ..., O, yhdistelmé. Jos on voimassa, etti

niin lauseesta 36 seuraa suoraan, ettd systeemi KS on luotettava kehysten luokan C =
{(W,R) | O(R) } suhteen. Esimerkiksi koska skeema (7") on validi refleksiivisissd kehyk-
sissé, niin systeemi KT on luotettava refleksiivisten kehysten (ja mallien) luokan suhteen.
Esitamme tdmaénkaltaisia luotettavuustuloksia téaydellisyystulosten yhteydessa.

Ennen taydellisyystulosten todistamisia esitimme muotoa

olevia tuloksia. Néiden vastaavuuksien avulla voidaan siis luonnehtia vaihtoehtorelaation
ominaisuuksien avulla luotettavuustuloksissa kehyksié, joissa tietyt skeemat ovat valideja
(télloin riittdd vastaavuuden suunnan "<” voimassaolo. Samat vastaavuudet esiintyvét
myos taydellisyystulosten muotoiluissa. Nimittdin vastaavuuden suunnasta =" seuraa,
ettd jos systeemi KS on téydellinen jonkin kehysten luokan suhteen, niin kaikilla tdmén
luokan kehysten vaihtoehtorelaatioilla taytyy olla skeemoja S; vastaavat ominaisuudet O;.
Némé vastaavuudet ovat mielenkiintoisia myos sinénsé, silld ne osoittavat modaalilogiikan
ja predikaattilogiikan vélisen yhteyden.
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8 Korrespondenssiteoriaa

Olemme osoittaneet, ettd skeema (7') OA — A on validi T-mallissa eli mallissa, jon-
ka vaihtoehtorelaatio on refleksiivinen (lause 23 s. 39). Téstd seuraa vélittomésti, etté
jos Kripke-kehyksessé F' = (W, R) relaatio R on refleksiivinen, niin skeema (7") on vali-
di myds siinéd. Koska systeemi Th(F') on suljettu universaalin substituution suhteen, niin
skeemojen sijasta voimme yhté hyvin puhua niiden yksinkertaisista instansseista, esimerk-
ki skeeman (7") yhteydessd kaavasta Op — p, jossa p viittaa johonkin lausemuuttujaan
p;. Témaénkaltaiset vastaavuudet ovat useassa tapauksessa voimassa myds kddntéden: jos
tietty kaava on validi kehyksessia (W, R), niin relaatiolla R on tétéd kaavaa vastaava omi-
naisuus. Todettakoon kuitenkin, etté kaikkia relaation R ominaisuuksia ei vastaa téssé
mielessd mikddn modaalilogiikan kaava. Namé vastaavuudet eivit ole myoskéaéan voimassa
mallitasolla molempiin suuntiin. Voi olla esimerkiksi, ettd skeema (7") on validi mallissa
M = (W, R, P), vaikka R ei olekaan refleksiivinen.

ESIMERKKI 38. Olkoon M = (W, R, P), missi W = {1,2}, R = {(1,2),(2,1)} ja P
toteuttaa ehdon
P(p)) =W tai P(p))=0 (i=1,2,3,...).

Maailmat 1 ja 2 eivét mitenkédén eroa toisistaan. Helposti voimmekin todistaa induktiolla
(harjoitustehtivé), ettéd jokaiselle kaavalle A pétee

M,1EA< M, 2F A

Koska M,1 E OA, jos ja vain jos M,2 F A, ja M,2 F OA, jos ja vain jos M, 1 F A, niin
tistd seuraa, ettd skeema (1) OA — A on validi mallissa M = (W, R, P). Relaatio R ei
kuitenkaan ole refleksiivinen.

Y14 olevan esimerkin mallissa (W, R, P) valuaatio P sattui olemaan sellainen, et-
td skeema (7') on siind validi. Jos kuitenkin tutkitaan vaikkapa valuaatiota P’, jolle
P'(p) = {2}, niin skeeman (7") instanssi Op — p ei olekaan validi mallissa (W, R, P’).
Todistamme seuraavaksi, ettd téllainen valuaatio 16ytyy aina, kun vaihtoehtorelaatio ei
ole refleksiivinen.

Oletamme, ettéd kehyksessd (W, R) relaatio R ei ole refleksiivinen eli ettd on olemassa
sellainen maailma w € W, ettd wRw. Olkoon P sellainen valuaatio, ettd P(p) = W\ {w},
ja olkoon M = (W, R, P). Talloin jos on olemassa sellainen w’, ettd wRw’, niin M, w' E p,
silld on oltava w’ # w. Siis M,w F Op, mutta M, w ¥ p, eikd kaava Op — p ole validi
mallissa M. Alla oleva kuvio havainnollistaa tatd konstruktiota:

—p Op

R el refleksiivinen
—(Op — p)

S &

Edellé esitetyn perusteella voimme pédtelld seuraavan vastaavuus- eli korrespondens-
situloksen:
(W, R) E Op — p < R on refleksiivinen. (Cr)
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Kun on annettu jokin formaali kieli ja sdédnnét siitéd, millaisissa struktuureissa (malleis-
sa, kehyksissd yms.) ja miten se tulkitaan, niin sanomme yleisesti, ettd timén formaalin
kielen kaava A méarittelee ominaisuuden O, jos kaikissa tulkinnoissa, joissa A on to-
si, tulkinnassa esiintyvélla struktuurilla on ominaisuus O. Kun siis kdytdmme Kripke-
kehyksid modaalilogiikan kaavojen tulkitsemiseen, voimme sanoa kaavan Op — p méiéa-
rittelevin kaksipaikkaisen relaation (eli kehyksessd esiintyvdn vaihtoehtorelaation) omi-
naisuuden "refleksiivisyys”. Voimme mééritelld kaksipaikkaisten relaatioiden ominaisuuk-
sia myos ensimmaéisen kertaluvun predikaattilogiikan avulla tarkastelemalla kielté, jonka
aakkostoon kuuluu kaksipaikkainen predikaattisymboli P. Témén kielen mallissa (X, V)
predikaattisymboli P tulkitaan perusjoukon (universumin) X kaksipaikkaiseksi relaatioksi
V(P) C X x X (ks. esim. [52, s. 62-67)]). Téssa esityksessd P siis kuuluu predikaatti-
logiikan kielen aakkostoon, kun taas V(P) (ja myos R) viittaa kaksipaikkaiseen relaa-
tioon eli tiettyjen jérjestettyjen parien joukkoon. Usein predikaattisymboleihin viitataan
kayttamalld esimerkiksi kirjainta ” R’ metavariaabelina. Asiayhteydesté kuitenkin selviaé,
milloin "P”, "R” yms. merkinnét viittaavat predikaattisymboleihin, milloin relaatioihin.

Malleissa (X, V), joissa kaava VYo P(z,z) on tosi, V(P) on selvistikin oltava reflek-
siivinen. Matematiikan oppikirjoissa "refleksiivisyys” méaritellddn usein sanomalla, etté
relaatio R C X x X on refleksiivinen, jos Vo € X : R(x,z). Néin tehtédessd tuntuu téysin
triviaalilta sanoa, ettd kaava Vo P(z,x) méirittelee refleksiivisyyden. On kuitenkin huo-
mattava, ettd jalkimmaéinen kaava on predikaattilogiikan kaava, jonka merkitys selvida
vasta tulkittaessa se malleissa. Sen sijaan lause Vo € X : R(x, x) on puoliformaalia mate-
maattista kielté, joka voitaisiin yhta hyvin esittda pelkéstddn luonnollista kieltd kdyttiaen
sanomalla esimerkiksi, ettéd relaatio on refleksiivinen joukossa X, jos jokainen joukon X
alkio on relaatiossa itsenséd kanssa.

Kaava Vx P(x,r) méarittelee siis predikaattilogiikassa saman késitteen kuin modaali-
logiikassa (Kripke-semantiikkaa kédytettiessd) kaava Op — p. Tarkastelemme téssd luvus-
sa téllaisia predikaattilogiikan ja modaalilogiikan korrespondenssi- eli vastaavuustulok-
sia. Téata korrespondenssiteoriaa on ensimmaéisené systemaattisesti tutkinut van Benthem
(ks. [61] ja viitteet siind).

8.1 Vastaavuustuloksia

Lauseessa 37 on listattu muutama modaalilogiikan kaavan ja vaihtoehtorelaation omi-
naisuuden vastaavuus. Lauseessa puhutaan transitiivisista, symmetrisistd ja euklidisista
relaatioista. Predikaattilogiikassa transitiivisuuden mééarittelee kaava V:sz‘v’z(P(:z, y) A
P(y,z) — P(x, z)), symmetrisyyden kaava V:sz(P(x,y) — P(y,x)) ja euklidisuuden
kaava VaVyVz(P(z,y) A P(z,z) = P(y, z)).

Lause 37. Olkoon F' = (W, R). Tdlloin

FEOp— 0OOp < R on transititvinen, (Cy)
FEp—0OOCp & R on symmetrinen, (Cg)
FEOp —0O0p & R on euklidinen. (C5)

Todistus. Viitteiden (Cy), (Cp) ja (C5) suunta "< seuraa lauseista 24, 25 (s. 39) ja 28
(s. 41). Viitteen (Cp) suunnan "=-" todistamiseksi oletamme, ettd R ei ole symmetrinen.
On siis olemassa sellaiset maailmat w ja w’, etti wRw’, mutta w’Rw. Olkoon M =
(W, R, P) sellainen malli, ettd P(p) = {w}. Talloin siis M, w E p. Koska ei ole olemassa
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sellaista maailmaa w”, ettd w'Rw” ja M,w” E p, niin M,w’ ¥ <p. Koska wRw', niin
M, wFE O0p. Siis M,wF p— O0p.
Jos siis R ei ole symmetrinen, niin (W, R) ¥ p — O<Cp.

p —OOp —p : .
R ei symmetrinen
—(p — O%p) ~Op
Kohdan (C;) suunnan =" tdsméllisen todistamisen jatdmme harjoitustehtiaviksi ja
esitimme vain siiné tarvittavaa konstruktiota havainnollistavan kuvion:

Op ~—~0O0Op p . e
R el transitiivinen
—(Op — OOp) —Op

Todistamme lopuksi kohdan (C5) suunnan "=". Jos R ei ole euklidinen, niin on
olemassa sellaiset maailmat wy, wy ja ws, ettid w;Rwsy ja w;Rws, mutta wsRws. Ol-
koon M = (W, R, P) sellainen malli, jossa P(p) = {ws}. Tallin M,w; E <p, mutta
M, wy ¥ Op. Siis M, wy, ¥ OCp ja taten M, w, ¥ Op — OCp. Jos siis R ei ole euklidinen,
niin (W, R) ¥ Op — OOp.

R el euklidinen

Tarkastelemme lopuksi skeemaa
(G¥) OO/ A — OFOIAL
Tissé skeemassa siis ovat parametreina luonnolliset luvut 4, 7, &k, > 0; sovimme, ettd 0O°
ja ©Y on tyhji merkkijono. Useimmat tdhiin asti tarkastelemistamme skeemoista ovat sen
erikoistapauksia, esimerkiksi skeema (7") on (Gg:é).

Olkoon RY identtinen relaatio, R* = R, R?> = R o R (relaation R yhdistetty relaa-
tio itsensé kanssa) ja yleisemmin R’ = Ro R, kun i > 2. Méérittelemme skeemaa
(G;JZ) vastaavan vaihtoehtorelaation R ominaisuuden (3 f) (huomaa kirjainten jérjestys)
seuraavasti:

Yy, we, ws € Wt jos wy Riws ja wi RFws,
niin Jwy € W: weRIwy ja wyRMw,.

k Ws
w R ws .k/.\ 1. 1
> w3 R'w
g te g BT
N

2.,

1. o/ el
w1< Jos niin \;. wy
1. -7

" R

RS 7
. \r 7® 2. .
wR'wy i N T, wo RV wy
Wa
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ESIMERKKI 39. Koska xR’y tarkoittaa, ettd = y, niin skeemaa (Gg:(l]) vastaava ehto

(? 8) on siis
Ywy, we, w3 € W jos wy = wg ja wy = ws,
niin Jwy € W: weRwy ja w3 = wy,

joka on varsin monimutkainen tapa ilmaista, ettd R on refleksiivinen (harjoitustehtavé).

Korrespondenssitulos (C7) samoin kuin tulokset (Cg), (C4) ja (C5) ovat erikoistapauk-
sia seuraavasta lauseesta, jonka todistuksen jatdmme harjoitustehtéviksi.

Lause 38. (Ks. [9, s. 85-90].) Olkoot i,j,k,l € N. Tdlloin
(W, R) E O'0ip — OFOlp,
jos ja vain jos R toteuttaa ehdon (% }).

Relaatiolla R voi olla myos sellaisia ominaisuuksia, jotka eivit vastaa minkdidn mo-
daalilogiikan kaavan validisuutta. Osoitamme mychemmin (s. 69), ettd irrefleksiivisyys
(siis se, ettd mikddn alkio ei ole itsensid kanssa relaatiossa) on yksi esimerkki téllaises-
ta ominaisuudesta. Koska ensimmaéisen kertaluvun predikaattilogiikan kaava Vo—P(z, )
médrittelee ominaisuuden "irrefleksiivisyys”, niin ainakin téssd tapauksessa ensimmaéisen
kertaluvun predikaattilogiikka on ilmaisukyvyltian voimakkaampi kuin modaalilogiikka.
Tamén luvun lopussa annamme kuitenkin esimerkin myos vastakkaisesta tilanteesta: osoi-

tamme, ettd on olemassa modaalilogiikan kaava, joka méérittelee relaation R sellaisen
ominaisuuden, jota ei voi ilmaista ensimméisen kertaluvun predikaattilogiikassa.

8.2 Bisimulaatio

Olkoon F' = (W, R) ja F* = (W* R*). Talloin epityhja relaatio Z C W x W* on kehysten
F ja F* valinen bisimulaatio, jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

1. Jos w1 Zwy ja wy Rws, niin Jw; € W*: weZwj; ja wi R*wj.
2. Jos wi Zwy ja wiR w3, niin Jwy € W weZws ja wy Rws.

Oheiset kuviot havainnollistavat n&ita ehtoja:

F ™ F | F |
wo W2 Wy Wa
[ o - @ ®
A
RI RI JR* JR*
_____ ° e o -
wq Z w? w1y Z wj w1 Z wy
Ehdon 1 alkuosa Ehdot 1 ja 2 voimassa Ehdon 2 alkuosa

Kehysten (W, R) ja (W* R*) vilinen bisimulaatio Z on mallien (W, R, P) ja (W* R*, P*)

véalinen bisimulaatio, jos lisdksi on voimassa:
3. Jos wZw*, niin M, w F p; & M* w* E p; aina, kun i € {1,2,3,...}.

Jos Z on bisimulaatio ja wZw*, sanomme maailmojen w ja w* olevan bisimilaariset.
Seuraavan lauseen mukaan bisimilaarissa maailmoissa ovat tosia tasmaéalleen samat kaavat.
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Lause 39. Olkoon Z C W x W* mallien M = (W, R, P) ja M* = (W* R* P*) wvdlinen
bisimulaatio. Jos maailmat w € W ja w* € W* ovat bisimilaariset, niin M,w E A, jos ja
vain jos M*,w* E A, eli Th(M,w) = Th(M* w*).

Todistus. Suoraan bisimulaation méaéritelméan mukaan M, w E p < M* w* F p aina, kun
p on lausemuuttuja ja wZw*. Tehdédén induktio-oletus, ettd aina, kun wZw™, niin

M,wkE B< MY w"E B
ja
MwEC s M 5w EC.
Téamén induktio-oletuksen perusteella saamme valittomaésti, ettd aina, kun wZw*,
M,wkE -B < M*w"E-B
ja
M,wE BANC < M*w*E BAC.

Tarkastelemme lopuksi tapausta A = OB. Oletamme, ettd wZw* ja M,w ¥ OB.
Télloin siis on olemassa sellainen maailma w, ettd wRw ja M,w F B. Bisimulaation
madritelmén mukaan on olemassa sellainen w* € W*, ettd wZw* ja w*R*w*. Induktio-
oletuksesta (sovellettuna bisimilaarisiin maailmoihin @ ja w*) seuraa, ettd M* w* ¥ B.

Siis M* w* ¥ 0OB. Vastaavasti saadaan, ettd jos M* w* ¥ OB, niin M,w ¥ OB. Niin
saamme todistettua induktiovaitteen

M,wE OB < M*w*F OB aina, kun wZw".
Lauseen tulos seuraa nyt induktioperiaatteesta. O

ESIMERKKI 40. Olkoon F' = (W, R), jossa W = {w} ja R = {{(w,w)}. Tarkastelemme
ensin, voiko kehysten F' ja F* = (W* R*), jossa W* = {1,2} ja R* = {(1,2)}, valilld olla
bisimulaatiota. Jos téllainen bisimulaatio Z olisi olemassa ja wZ2, pitéisi olla olemassa
sellainen 7, ettd 2R*j, silla wRw, mutta téllaista j:td ei ole. Jos olisi wZ1, olisi oltava
myos wZ2, sillda wRw ja 1R*j < j = 2. Mutta padddymme tilloin samaan tilanteeseen
kuin edellé.

M puMguu M nguu
_vasti- _vasti-
Rad " ne s " ne
e 2 e -2

Kehysten F' ja F™ vililla ei voi siis olla bisimulaatiota.

Onkin helppo néhdi, ettd kehyksen F' maailma w voi olla bisimilaarinen jonkin ke-
hyksen F’ = (W' R’) maailman i; € W’ kanssa vain kun on olemassa sellaiset maailmat
’ig, ’i3, ’i4, cey etta ilR,iQ, igR/’i3, igR/i4 jne.
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Jotta mallien M = (F, P) ja M’ = (F", P") vililla olisi bisimulaatio, on lisiksi oltava
volmassa
MwEp; & MyiEp (j=1,23,...; k=1,2,3,...).

Talloin jokaiselle kaavalle A pétee, ettd M, w F A, jos ja vain jos M* i E A.
Kaikki tai osa maailmoista 7y, iz, i3, ... voivat kuitenkin olla samoja, tilanne voi olla
esimerkiksi jokin seuraavista:

M M* Mo M”
M M* 92 7 2e >3
N Q] QN
w® w® % ) %

ESIMERKKI 41. Olkoon W = {a,b,¢,d}, R = {{a,c), (b,c),{c,d)}, W* ={1,2,3,4,5} ja
R* ={(1,2),(2,3),(3,4),(3,5) }. Luettelemme kaikki mahdolliset kehysten F' = (W, R) ja
F* = (W* R*) valiset bisimulaatiot Z C W x W*.

Maailma d € W voi olla bisimilaarinen maailman 4 € W* tai 5 € W* kanssa:

M M MM M M

/4 o’ ///’4 ~9? ///:4‘\\‘5
dy”” M .\/3 Tg” Vg
/c} }:
A
Maailma ¢ voi olla bisimilaarinen maailman 3 kanssa. Koska cRd, 3R*4 ja 3R*5, niin

dg
AT AT
a b 1 a b
sekéd maailmojen d ja 4 ettd maailmojen d ja 5 on oltava télloin bisimilaariset.

1 1

Y S
g P ®
// -7
dg -~
c -
a b

Maailmat a ja 2 ja maailmat b ja 2 voivat olla bisimilaarisia:

M _ M* M B M* M ~ M*
//’4 s 5 //’4 s 5 //’4 s 5

N N N
e e e

dg %3 dg %3 dg %3

?\/ ’“%2 A, %Q %

a b 1 a b

1 a b 1
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Jotta esimerkiksi kehysten F' ja F™ vélinen laajin mahdollinen bisimulaatio Z =
{{a,2), (b,2),(c,3),(d,4), (d,5)} olisi myos mallien (F, P) ja (F* P*) vilinen bisimulaatio,
kaikkien lausemuuttujien p; on toteutettava néisséd malleissa seuraavat ehdot:

M,C':pi@M*,?)':pi,
M,aszﬁM,blzpzﬁM*,QPp,

Mutta onko yll&d tosiaan késitelty kaikki mahdollisuudet? Voisiko esimerkiksi olla ole-
massa sellaista bisimulaatiota 7, ettd bZ17

M 4 M 5
d. 3
c 2

Jos téllainen bisimulaatio Z olisi olemassa, olisi oltava myos cZ2, silla bRc ja maailmalla
1 ei ole muita vaihtoehtoisia maailmoja kuin maailma 2.

M g M

dy s

A :
a b 1

Koska cRd, niin edelleen pitéisi olla dZ3. Mutta 3R*4 ja 3R*5, joten pitaisi myos 10ytyé
sellaiset kehyksen F' maailmat w ja w’, ettd dRw, dRw', wZ4 ja w'Z5. Taméi on kuitenkin
mahdotonta:

pujl\l{tuﬁ/ B
vasti- _---

Vastaavalla tavalla voimme osoittaa, ettéd ei voi olla olemassa sellaista bisimulaatiota Z,
ettd aZ1, cZ1, cZ2, dZ3 tms.

Bisimulaatiota voidaan hyodyntédéd osoitettaessa, ettd mikddn modaalilogiikan kaava
ei madrittele annettua vaihtoehtorelaation ominaisuutta O. Kutsumme téssd O-malliksi
sellaista mallia, jonka vaihtoehtorelaatiolla on ominaisuus O. Olkoon M jokin sellainen
malli, joka ei ole O-malli. Jos aina, kun w on sen maailma, pystymme konstruoimaan
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sellaisen O-mallin M ja sen maailman w*, ettd maailmat w ja w* ovat bisimilaariset,
niin mikd&n modaalilogiikan kaava ei méérittele ominaisuutta O. Nimittédin jos kaava A
méadrittelisi ominaisuuden O, niin M ¥ A. Tallin siis on olemassa sellainen maailma wy,
ettd M, wq ¥ A. Mutta jos kerran on olemassa tdmén maailman wy kanssa bisimilaarinen
O-mallin M} maailma wg, niin my6s O-mallissa M, # A (lause 39). Téten kaava A ei
voi mééritelld ominaisuutta O.

Todistamme talla tekniikalla, ettd mikddn modaalilogiikan kaava ei méarittele irreflek-
siivisyytta. Téatd ennen annamme kuitenkin esimerkkeja mallien vilisista bisimulaatioista.
Esimerkeissé esiintyvét muotoa

MwEAs M 5w EA

olevat viitteet voimme todistaa suoraan induktiolla kaavan A pituuden suhteen. Sivuu-
tamme ndméa yksittéiset induktiotodistukset (lukija voi ne harjoitusmielesséi tehdd), silla
saamme namé tulokset erikoistapauksina lauseesta 39 maailmojen w ja w* bisimilaarisuu-
den perusteella. Lukijan, joka haluaa syvéllisemmin ymmértiaé tiassa késiteltyjen asioiden
teoreettisen taustan, kannattaa perehtyd alaluvun péélahteeseen [3, luku 2.

ESIMERKKI 42. Olkoon annettu mallit My, = (Wy, Ry, Py) ja My = (Ws, Ry, Ps), joissa
W1 N Wy = . Mallien M; ja My erillinen yhdiste on malli M* = (W7 UWs, Ry U Ry, P*),
jOSS& P*(pl) = Pl(pz) U PQ(pZ> (Z = 1, 2,3, . )

Relaatio Z = { (w,w) | w € Wi } on mallien M; ja M* vilinen bisimulaatio (harjoi-
tustehtdavi). Lauseen 39 perusteella siis M* w E A < M;,w E A aina, kun w € Wj.

Analoginen tulos pétee tietenkin my6s mallin My kohdalla. Témén esimerkin tulos
yleistyy tapauksiin, joissa malleja M; on useampi kuin kaksi. Malleja voi olla ddreton-
kin maéara, oleellista on se, ettd kaikkien mallien mahdollisten maailmojen joukot ovat
pareittain erillisia.

ESIMERKKI 43. Mallien M = (W, R, P) ja M* = (W* R*, P*) sanotaan olevan isomorfi-
set, jos on olemassa sellainen bijektio f: W — W™, etta

\V/’LUl eWw: ‘v’wg eW: wRwy, & f(wl)R*f(wg)

ja
* dOf
P(pi) = f(P(pi)) = { f(w) |w € P(pi) }.
Sanomme t&lloin, ettd f on isomorfismi mallilta M mallille M*.
Isomorfiset mallit ovat muuten tdsmilleen samat paitsi ettd maailmat on nimetty eri
tavalla. Helposti induktiolla kaavan pituuden suhteen voidaan osoittaa (harjoitustehtiavi),
ettd isomorfisissa malleissa M ja M*

M,wkE Ae M f(w) E A.

Tamé tulos saadaan myos lauseen 39 perusteella, silla triviaalisti Z = { (w, f(w)) | w €
W} on mallien M ja M* vélinen bisimulaatio.

Esimerkin 43 kuvaus f on bijektio, ja joukot W ja W*ovat siis yhtd mahtavia. Esimer-

kin tulos olisi voimassa myos silloin, jos joukossa W* olisi "yliméaraisia” alkioita ja f olisi
vain injektio, ei surjektio. Kuvauksen f ei tarvitse olla injektiokaan. Kunhan vain ehdot
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P(pi) = f(P(pi))
ja
le ew: va e W: wlng = f(UJl)R*f(U)Q)

ovat voimassa, niin maailmoissa w € W ja f(w) € W* ovat tosia samat kaavat. Itse
asiassa riittda edellyttédd, ettd kuvaus f toteuttaa ehdot

le eW: ng e W: wlng = f(wl)R*f(’UJg), (fl)
Yw, € W: Vw* € W*: (f2)
flw) R*w* = 3w € W: wiRw ja f(w) = w*.
Kéaytamme Segerbergin [58] kdyttoonottamaa nimitystd pseudoepimorfismi, lyhyesti p-
morfismi, namé ehdot toteuttavalle kuvaukselle. Jos p-morfismeista puhutaan mallien
yhteydessd, ehtojen (fl) ja (f2) lisdksi tarvitaan ehto P*(p;) = f(P(p;)). Kun f on p-
morfismi mallilta M mallille M*, niin Z = {(w, f(w)) | w € W } on mallien M ja M*
vélinen bisimulaatio (harjoitusteht&va).
ESIMERKKI 44. (Vrt. [3, s. 59-60].) Tarkastellaan malleja M = (N, R, P) ja M* =
<{w17 w2}7 R*> P*>> jOSS&
R={(m,m+1)|meN},
R* - {<w17 w2>7 <w27w1>}7
Olkoon f kuvaus f: N — {wy, ws},

wy, kun n on pariton,
f(n) = s
ws, kun n on parillinen.
Kuvaus f ei toteuta ehtoa
mRn < f(m)R"f(n),
silli esimerkiksi f(0)R* f(3), mutta 0/&3. Voimme kuitenkin todistaa, etd kuvaus f on p-

morfismi (harjoitustehtivi). Koska maailmat w ja f(w) ovat bisimilaariset, niin lauseen 39
perusteella M,w F A & M* f(w) F A.

Esimerkeissa 42-44 olemme tarkastelleet erillisid yhdisteitd ja p-morfismeja. Kolman-
tena esimerkkityyppind késittelemme generoitua alimallia. Olkoon M = (W, R, P) ja

w € W. Téllsin maailman w generoima alimalli on malli M* = (W* R* P*), jossa
W* C W on pienin sellainen joukko, joka toteuttaa ehdot
w e W

wy; € W* ja wiRwy = wy € W7,
R*= RN (W* x W*) ja P*(p;) = P(p;) N W*. Mallien M ja M* viliseksi bisimulaatioksi
voimme nyt ottaa relaation Z = { (w’,w’) | w’ € W*} (harjoitustehtava).
ESIMERKKI 45. Olkoon M = (Z, R, P), jossa

R={(m,n)|m,neZ, m<n}.

Tarkastellaan alkion 0 generoimaa alimallia M* = (W* R* P*). Helposti ndhd&én, ettd
W* =N ja ettd mR*n, jos ja vain jos m,n € N ja m < n, ja ettd relaatio Z = { (n,n) |
n € N} on mallien M ja M* vélinen bisimulaatio. Suoraan induktiolla kaavan A pituuden
suhteen tai lauseen 39 avulla saadaan, ettd M*nFE A< M,n E A aina, kun n € N.

68



8.3 ”"”Vastaamattomuustuloksia”

Osoitamme nyt, ettd mikddn modaalilogiikan kaava ei mééarittele vaihtoehtorelaation ir-
refleksiivisyytta. Teemme vastaoletuksen: on olemassa sellainen kaava A, etta

(W*, R*) E A < R on irrefleksiivinen.

Olkoon kehys F' = (W, R), jossa W = {w} ja R = {(w,w)}. Koska kehyksen F' vaih-
toehtorelaatio ei ole irrefleksiivinen, niin vastaoletuksen perusteella F' ¥ A eli on olemassa
sellainen malli M = (F, P), ettd M, w ¥ A (maailma w on mallin M ainoa maailma, joten
muita vaihtoehtoja ei téssi tapauksessa ole).

Konstruoidaan malli M* = (W* R*, P*), jossa W* = {wq, w1 },

w0\ W= jos P(p;) = {w}, i
P*(p;) = {(Z), 05 Plpy) — 0. (i=1,2,3,...)

ja R* = {{wo, wr), (w1, wo)}-

Relaatio Z = {(w, wy), (w,w;)} €W x W* on mallien M ja M* vilinen bisimulaatio,
joten M* wq ¥ A (tdmén voimme tietysti todistaa suoraankin vetoamatta bisimulaatiota
koskevaan lauseeseen 39, miten?). Siis vaikka R* on irrefleksiivinen, niin (WW* R*) ¥ A, ja
tdmaé on ristiriidassa vastaoletuksen kanssa. Mikdan modaalilogiikan kaava ei siis mééaritte-
le irrefleksiivisyyttd. Harjoitustehtévisséa on lisdesimerkkejé sellaisista vaihtoehtorelaation
ominaisuuksista, joita mikddn modaalilogiikan kaava ei méérittele.

Téamén alaluvun lopuksi annamme esimerkin tilanteesta, jossa modaalilogiikan kaava
madrittelee vaihtoehtorelaation sellaisen ominaisuuden, jota ei voi mééritelld ensimmaéisen
kertaluvun predikaattilogiikalla. Tarkastelemme skeemaa®

(L) 0(0A — A) — OA.

Kutsumme R-poluksi jonoa (wy, ws, . .., wy,), jossa w;Rw;+1 (i =1,2,...,n—1). Polku voi
olla myos &déreton, ja polun médritelmissé sallitaan alkioiden toisto eli se, ettd w; = wj,
vaikka i # j. Voimme todistaa (harjoitustehtidvd), ettd skeema (L) on validi kaikissa
sellaisissa kehyksissd (W, R), joissa relaatio R on transitiivinen ja joissa ei ole déreton-
td R-polkua. Jalkimméinen ehto tarkoittaa joukko-opin kielelld, etté vaihtoehtorelaation
kiifinteisrelaatio R™! on hyvin perustettu (well-founded).

Alla on esimerkkejd malleista, joissa kaava O(Op — p) — Op ei ole validi. Ensimméi-
sessé mallissa relaatio R ei ole transitiivinen, toisessa mallissa on dédreton R-polku.

ESIMERKKI 46. Olkoon W = {0, 1,2} ja Ry = {(0,1),(1,2)}. Kun P(p) = 0, niin mal-
lissa My = (W, Ry, P) pétee, etta M,0 F O(dp — p), mutta M, 0 ¥ Op, joten skeema (L)
el ole validi mallissa M.
Olkoon sitten Ry = {(0,0), (0,1), (1,0), (1, 1)}, jolloin my6s mallissa My = (W, Ry, P)
péatee, etta
M, 0¥ o(op — p) — dp.

Vaikka Ry onkin transitiivinen, se ei toteuta toista relaatiolle R asetettua ehtoa, vaan
w;Row;yq (1 =1,2,3,...), kun valitaan esimerkiksi w; = wy = w3 = --- = 0.

8T4lle skeemalle on kirjallisuudessa annettu eri lyhenteiti, kuten (L) (nimestd Lob), (W) ja (G)
(nimestd Godel).
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Jatdmme harjoitustehtdviksi sen todistamisen, ettd kaava O(Op — p) — Op ei ole
validi missédén sellaisessa kehyksessé, jossa vaihtoehtorelaatio ei ole transitiivinen. Todis-
tamme téssd, ettd jos kehyksessia F' = (W, R) on #éreton R-polku, niin silloinkaan skeema
(L) ei ole validi kehyksesséd I

Oletamme, ettd kehyksessd F' on ddreton R-polku (wy, we, ws, .. .). Maérittelemme

P(p) =W \ {'lUl,UJg,wg, .. }

Olkoon i € {1,2,3,...}. Koska M, w1 ¥ p, niin M, w; ¥ Op. Tasta seuraa, ettd M, w; F
Op — p. Jos w ¢ {wy,ws,ws, ...}, niin kuvauksen P mééritelmén mukaan M, w E p
ja talloinkin M,w F Op — p. Koska siis M,w F Op — p aina, kun w € W, niin
M,w, E O(dp — p) ja titen M,w; ¥ 0O(Op — p) — Op. Taémén osatodistuksen ja
harjoitustehtédvien avulla saamme seuraavan tuloksen:

Lause 40. Kaava O(0p — p) — Op on validi kehyksessia (W, R), jos ja vain jos R on
transitiivinen ja kaikki R-polut ovat ddrellisid.

Kompaktisuuslauseen® avulla voimme todistaa, ettd ensimmdiisen kertaluvun predi-
kaattilogiikassa ei ole olemassa sellaista kaavaa, joka méarittelisi lauseen 40 mukaisen
vaihtoehtorelaation ominaisuuden (jatdmme tdmén todistuksen harjoitustehtaviksi niille
lukijoille, jotka ovat perehtyneet predikaattilogiikan malliteoriaan).

Modaalilogiikan kaava O(Op — p) — Op méérittelee siis sellaisen vaihtoehtorelaation
ominaisuuden, joka ei ole ilmaistavissa ensimmaéisen kertaluvun predikaattilogiikan kielel-
14. Toinen vastaava esimerkki on kaava OCp — <Op (ks. [3, s. 133]). Kun toisaalta kaikkia
predikaattilogiikassa ilmaistavissa olevia ominaisuuksia ei voi maéritelld modaalilogiikan
kaavojen avulla, modaalilogiikkaa ja ensimmaéisen kertaluvun predikaattilogiikkaa ei voi
asettaa paremmuusjarjestykseen niiden ilmaisukyvyn suhteen.

9 Taydellisyys

Merkitsemme kuten edelld, ettd KS = KS; ...S,. Sivuilla 57—59 esittamamme luotetta-
vuustodistuksen perusteella on voimassa

jOS l_KS A, niin ':KS A.

Tassd "Fgs” viittaa validisuuteen luokassa C, jonka muodostavat sellaiset Kripke-kehykset,
joissa skeemat Sy, So, ..., .S, ovat valideja. Kun tiedossamme on, miké vaihtoehtorelaation
R ominaisuus O; vastaa skeemaa S; ekvivalenssin "(W, R) E S; < O;(R)” mukaisesti,
niin luokkaa C voi luonnehtia myos kaikkien sellaisten Kripke-kehysten luokaksi, joissa
vaihtoehtorelaatiolla on ominaisuudet Oq, Oy, ..., O,.

Alamme todistaa systeemien taydellisyytta eli kddnteista implikaatiota

jOS ':KS A, niin I_KS A.

Taydellisyytta ei voi kuitenkaan todistaa yleisesti kaikille normaaleille modaalilogiikoille
KSS, vaan eri systeemeja on tarkasteltava erikseen. Esitamme yleisen menettelytavan, jota
soveltamalla saamme taydellisyystulokset muun muassa systeemeille K, T, S4 ja S5.

90lkoon X (#iireton) joukko predikaattilogiikan kaavoja. Jos jokaisella joukon X #irelliselld osajoukolla
on malli (eli on olemassa sellainen malli, jossa jokainen kyseisen joukon kaava on tosi), niin predikaatti-
logiikan kompaktisuuslauseen mukaan myos kaavajoukolla 3 on malli.
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Téasséd menettelytavassa konstruoimme ensin systeemin 3 ns. kanonisen mallin My,
jolla todistamme olevan ominaisuuden Th(Msyx) = ¥. Kanonisessa mallissa My ovat siis
valideja systeemin X teoreemat ja vain ne. Jokaiselle systeemilld!? on téllainen kanoninen
malli. Kanonisen mallin kehysosaa Fy kutsumme systeemin 3 kanoniseksi kehykseksi.

Jos Fyx, E A, niin erityisesti My, F A ja titen A € X. Siis Th(Fy) C X. Jos on voimassa
myos X C Th(Fy) eli kanoninen kehys Fy on kehys systeemille ¥, niin ¥ = Th(FY).
Talloin sanomme systeemin ¥ olevan kanoninen systeemi. Esimerkiksi systeemit K, T,
S4 ja S5 ovat kanonisia.

Olkoon systeemi X luotettava luokan C suhteen: Fy, A =F; A. Jos liséksi kanoninen
kehys Fy, kuuluu luokkaan C, niin my6s kdanteinen implikaatio on voimassa. Jos nimittéin
Fc A, niin erityisesti Fy, F A. Oletuksen mukaan Fy € C on kehys systeemille ¥, joten
Iy, E A, jos ja vain jos Fyx A. Téten systeemi ¥ on my0s tdydellinen luokan C suhteen.
Olemme néin todistaneet seuraavan lauseen.

Lause 41. Olkoon C kehysten luokka ja KS normaali modaalilogiikka. Jos systeemin KS
kanoninen kehys kuuluu luokkaan C ja systeemi KS on luotettava luokan C suhteen, niin
luokka C determinoi systeemin KS.

Tasta lauseesta saadaan suoraan seurauslause:

Lause 42. Olkoon O ominaisuuksien O1, Os, ... ja O, yhdistelmd. Jos
<W,R> FS, < OZ(R), 1=1,2,...,n,

ja systeemin KS kanonisen kehyksen vaihtoehtorelaatiolla on ominaisuus O, niin luokka

{{(W,R) | O(R) } determinoi systeemin KS.

On olemassa kuitenkin sellaisiakin systeemejé, joiden téaydellisyytté ei voi talla teknii-
kalla todistaa. Eréds téllainen systeemi saadaan lisdédmalld systeemiin K aksioomaskeema
(L) o(0A — A) — OA. Voidaan todistaa (ks. [25, s. 100-103 ja s. 145-148]), ettd
kaikkien a#rellisten, transitiivisten ja irrefleksiivisten Kripke-kehysten luokka determinoi
systeemin KL, mutta ettid systeemi KL ei ole kanoninen.

On olemassa myos systeemejé, jotka eivit ole taydellisid minké&én kehysten luokan suh-
teen (mallien kohdalla tilanne on eri.) Erés téllainen systeemi on van Benthemin konst-
ruoima systeemi, joka saadaan lisdédmalld systeemiin K aksioomaskeema

opAvo(o(oB — B) — B). (VB)

Voidaan todistaa (ks. [25, s. 57-62]) ettd mik&én Kripke-mallien luokka ei determinoi tété
systeemié.

Varsinaisten tdydellisyystulosten todistamisissa tarvitsemme muutamia aputuloksia,
joiden perusteella pystymme konstruoimaan kanonisia kehyksid Fy, eri systeemeille X ja
osoittamaan, ettd kanonisella mallilla on ominaisuus Th(Msy) = ¥. Kanonisen kehyksen
mahdolliset maailmat ovat tietynlaisia kaavajoukkoja, joita nyt alamme tutkia.

OMésritelmimme mukaan kaikkien kaavojen joukko ei ole systeemi. Ei ole olemassa tietenkiifin sellaista
mallia M, ettd Th(M) on kaikkien kaavojen joukko.
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9.1 Maksimaalinen ristiriidattomuus

Olkoon X normaali modaalilogiikka. Masrittelemme, etta

kaavajoukko Q on X-ristiriitainen, jos on olemassa sellainen joukon 2 (ddrel-
linen) osajoukko {Aj, Ay, ..., A}, etti by (A3 A A A= AN Ay).

Muussa tapauksessa joukkoa () sanotaan X-ristiriidattomaksi.

Yhden kaavan muodostama joukko {A} on X-ristiriitainen, jos ja vain jos Fy —A.
Joukko €2 on esimerkiksi silloin Y-ristiriitainen, kun on olemassa sellainen kaava A, ettd
A € Q ja -A € (). Ristiriidattomaan kaavajoukkoon voi kuulua siis korkeintaan toinen
kaavoista A ja ~A. Méarittelemme, ettd

kaavajoukko 2 on maksimaalinen, jos aina kun A on kaava, niin A € () tai
-A e

Kaavajoukkoa, joka on seké Y-ristiriidaton ettd maksimaalinen, kutsumme maksimaa-
lisesti Y -ristiriidattomaksi kaavajoukoksi. Maksimaalisesti »-ristiriidaton lausejoukko voi-
taisiin yhtapitavasti méaritellda X-ristiriidattomaksi lausejoukoksi, jonka jokainen aito laa-
jennus on -ristiriitainen.

Tutkimme téassa luvussa maksimaalisesti ristiriidattomien kaavajoukkojen ominaisuuk-
sia ja todistamme Lindenbaumin lemman, jonka mukaan jokainen Y-ristiriidaton kaava-
joukko on laajennettavissa maksimaalisesti Y-ristiriidattomaksi kaavajoukoksi.

Lause 43. Olkoon I' maksimaalisesti ¥-ristiriidaton kaavajoukko. Tdlloin on voimassa
1. joko A €T tai ~AeT,
2. ANB €T, jos javain jos A€l ja BeT,
3. X CT.

Todistus. Kohta (a) seuraa suoraan méaritelmisté ja jitdmme sen todistuksen harjoitus-
tehtavaksi.

Kohta (b): Oletamme ensin, ettd AAB € I'. Jos olisi esimerkiksi A ¢ I', niin kohdan (a)
perusteella —=A € I'. Lauselogiikan perusteella b, ﬂ(ﬂA A (AN B)), joten I' olisi vastoin
oletusta ristiriitainen. Jos siis AA B € I', niin A €' ja BeTl.

Oletamme kéa#ntéen, ettd A € I' ja B € I'. Koska lauselogiikan perusteella ﬂ(A A
B A=(AAB)) jaT on ristiriidaton, niin —(A A B) ¢ T. Kohdan (a) perusteella tillsin
AN B eT. Kohta (b) on néin todistettu.

Kohta (c): Olkoon A € ¥, jolloin siis Fy A. Koska I' on Y-ristiriidaton, niin talléin
—A ¢ I'. Kohdan (a) perusteella saamme, ettd A € I'. Nédin olemme todistaneet, etti
Y CT. O

Todistamme seuraavaksi, ettd jokainen X-ristiriidaton kaavajoukko voidaan laajentaa
maksimaalisesti X-ristiriidattomaksi kaavajoukoksi.

Lause 44 (Lindenbaumin lemma). Oletetaan, ettd kaavajoukko 2 on X-ristiriidaton. Tl-
loin on olemassa sellainen maksimaalisesti X-ristiriidaton kaavajoukko T', ettd Q2 C T,
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Todistus. Koska tarkastelemamme kielet ovat numeroituvia, voimme muodostaa luettelon
A17A27A37 EEER

jossa jokainen kielemme kaava esiintyy. Témé kaavojen numerointi voidaan luonnollisesti
tehd& mielivaltaisen monella eri tavalla; oletamme téssd kiinnitetyksi jonkin numerointi-
tavan. Muodostamme kaavajoukot

[ZWCIhCIly C---

seuraavasti: I'y = Q ja

i+1 =

I U{A},  jos I U{A;} on X-ristiriidaton,
I U{-4;} muulloin.

Todistamme ensin induktiolla, ettd I'; (¢ > 0) on X-ristiriidaton. Koska I'y = €,
niin 'y on Y-ristiriidaton. Oletamme, ettd I', on Y-ristiriidaton, ja teemme vastaoletus:
k11 on Y-ristiriitainen. Talloin sekd T'y U {Ax} ettd T'y U {—Ax} ovat Y-ristiriitaisia.
Koska 'y on X-ristiriidaton, niin talléin on siis olemassa sellaiset By, By, ..., B, € 'y ja
Ci,Cy, ..., C, €Ty, etta

Fe (Bi ABy A+ A By A Ag)
ja
Fe a(Cy ANCy A - ANCy A —Ag).
Merkitsemme B = (By A By A---ABy,) jaC = (C; ANCy---NCy). Koska
—|(B N Ak) — (_\(C N _\Ak) — _|(B AN C))
on tautologia, niin

Fe =(BiABy A=~ ABu ACLACy A--- NCy).

Siis myos ['y olisi Y-ristiriitainen, joten vastaoletus on véaéra ja 'y, on X-ristiriidaton.
Merkitsemme
o0
r=Jr.
i=0

Talloin 2 = T'y C I' ja I' on maksimaalinen, silli A; € I';,; C T tai =4; € Iyy C T
(1 =1,2,3,...). Todistamme vield, ettd I' on Y-ristiriidaton. Teemme vastaoletuksen: T’
on Y-ristiriitainen. TAlloin on siis olemassa sellaiset kaavat A;,, A;,,..., A4;,, € I', ettd

Fo —(Ap NAG A NA;).
Koska A;; € I', niin 4;, € I'; ;1. Olkoon n = max{i; + 1,42 +1,...,4p + 1}. Téll6in

{A;, Aiy, ..., Ay} € T Mutta talloin myos Iy, olisi ristiriitainen, joten vastaoletus on
VAAra. ]
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Lauseen 44 perusteella siis jokainen -ristiriidaton kaavajoukko voidaan laajentaa
maksimaalisesti Y-ristiriidattomaksi joukoksi. Jos A ¢ X, niin myos =—A ¢ X, jolloin
siis ¥y ——A ja tidten joukko {—A} on Y-ristiriidaton. On siis olemassa maksimaalisesti
Y-ristiriidaton kaavajoukko IV O {—A}. Lauseen 43 kohdan (1) perusteella A ¢ 1", joten

A¢ (T,
FeMs

missd My on kaikkien maksimaalisesti Y-ristiriidattomien kaavajoukkojen joukko. Toi-
saalta jos A € 3, niin lauseen 43 kohdan (3) perusteella

Ae (T

FeMs
Seuraava lause on siis voimassa.
Lause 45. Olkoon My, kaikkien maksimaalisesti X-ristiriidattomien kaavajoukkojen jouk-

ko. Talloin
==
TeMs

Esitdmme vield seuraavan kéyttokelpoisen aputuloksen, jonka todistuksen jatdmme
harjoitustehtéavéksi.

Lause 46. Josts A<+ B (eli A< B € X)), niin A € X, jos ja vain jos B € X.

9.2 Kanoniset mallit
ja systeemin K tiaydellisyystulos

Olkoon ¥ normaali modaalilogiikka ja A kaava. Merkitain
Aly ={I'e My |AecT}.

Joukon |A|y alkioina ovat siis kaikki sellaiset maksimaalisesti >-ristiriidattomat kaavajou-
kot, joihin A kuuluu. Jos w € My, niin A € w < w € |Als.

Madrittelemme seuraavaksi systeemin X kanonisen kehyksen Fy, = (My, Ry). Kanoni-
sen kehyksen mahdollisten maailmojen joukko on kaikkien maksimaalisesti Y-ristiriidattomien
kaavajoukkojen joukko ja relaatio Ry, C My x My toteuttaa ehdon

wRyw' & {B|OBew} Cuw'.

Kun kanoniseen kehykseen liitetdén valuaatio Ps, Ps(p;) = |p;i|s, niin saamme systeemin
Y. kanonisen mallin My, = (Fy, Ps). Todistamme seuraavaksi induktiolla, etté

My, wEA&e Acw. (%)

Tasta ehdosta seuraa, ettd My E A, jos ja vain jos by A. Induktiotodistuksen modaalio-
peraattoria O vastaavassa askeleessa tarvitsemme seuraavaa aputulosta.

Lause 47. Olkoon ) sellainen Y-ristiriidaton kaavajoukko, ettd -0OB € Q. Tdalloin kaa-
vajoukko { C'| OC € Q} U{—B} on X-ristiriidaton.
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Todistus. Teemme vastaoletuksen, ettd { C' | OC € Q }U{—B} on X-ristiriitainen. Talloin
on olemassa sellaiset kaavat Cp,Cy,...,C, € {C'| OC € Q}, ettd

l_E_'(Cl/\CQ/\"'/\Ck/\_‘B>.

(Huomaa, etté jos ks =(Cy A Cy A -+ A Cy), niin myos by, =(C1 ACy A+ A Cp, A =B).)
Talloin lauselogiikan perusteella

Fe CiANCoN---ANCp — B.
Séaannon (RR) yleistyksen (RRy) perusteella (harjoitustehtéva)
Fvy OCiy AOCy A ---NOC, — OB,
joten lauselogiikan perusteella

s ~(0Cy AOCy A --- AOC, A -OB).

Mutta OC,,0C,,...,0C, -OB € , joten myos () olisi Y-ristiriitainen. Vastaoletus
on siis véddrd ja olemme todistaneet, ettd kaavajoukko {C' | OC € Q} U {=B} on -
ristiriidaton. O

Voimme nyt todistaa ehdon (%) voimassaolon.

Lause 48. Olkoon My, normaalin modaalilogiikan ¥ kanoninen malli (Msx, Ry, Ps). Tdl-
loin jokaiselle kaavalle A pdtee, ettd

Vw e My: My, wEF A& Acw.

Todistus. Olkoon A = p;. Nyt My, w F p;, jos ja vain jos w € Px(p;) = |p;i|s eli jos ja vain
jos p; € w.

Teemme induktio-oletuksen, ettd My, w F B < B € w ja My, w F C < C € w
kaikille w € My. Olkoon A = —B. Tilloin induktio-oletuksen ja lauseen 43 kohdan (1)
perusteella

My, w F-B @Mg,w# B
& Bé¢w
& B cw.

Tarkastelemme sitten tapausta A = B A C. Télloin induktio-oletuksen ja lauseen 43
kohdan (2) perusteella

Mg,w':B/\C @Mg,ﬂ)':BjaMg,wr:C
S Bewjalew
< BAC ew.

Tarkastelemme lopuksi tapausta A = OB. Oletamme ensin, ettd OB € w. Relaation
Ry, méaritelmén perusteella B € w’ aina, kun wRxw’. Induktio-oletuksen perusteella
siis My, w’ E B aina, kun wRyw'. Siis My, w F OB. Oletamme sitten, etti OB ¢ w.
Koska w € My, niin tilloin OB € w. Aputuloksen 47 perusteella kaavajoukko { C' |
0OC € w} U{-B} on X-ristiriidaton. Lindenbaumin lemman perusteella on olemassa
sellainen maksimaalisesti Y-ristiriidaton kaavajoukko w’, ettd { C' | OC € w} U {=B} C
w’. Relaation Ry méidritelmén perusteella wRyw'. Koska =B € w’, niin B ¢ w’, jolloin
induktio-oletuksen perusteella My, w’' ¥ B. Téten My, w ¥ OB. Niin olemme todistaneet,
ettd My, wF OB < OB € w. O
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Koska ehdon (x) ja lauseen 45 perusteella

My EA & YweMs: My, wE A
SYw e Ms: Acw
S A€ Npermy, W
S AeX
<=>|_EA,

niin olemme todistaneet seuraavan lauseen.

Lause 49. Olkoon My, normaalin modaalilogiikan X kanoninen malli. Tdlloin Th(Mys) =
3.

Voimme nyt todistaa tédydellisyystuloksen pienimmaélle normaalille modaalilogiikalle
K. Koska tdmén systeemin teoreemat ovat valideja jokaisessa Kripke-kehyksessé, niin
lauseen 42 (s. 71) oletukset ovat triviaalisti voimassa ja saamme seuraavan lauseen.

Lause 50. Kaikkien Kripke-kehysten luokka determinoi systeemin K eli pienimmdn nor-
maalin modaalilogiikan.

Esitdamme tdméankaltaiset taydellisyystodistukset tiettyjen kehysten luokille, mutta tu-
lokset pétevit tietenkin myo6s vastaavanlaisten mallien luokalle.

9.3 Erityisia tiydellisyystuloksia

Sovellamme seuraavaksi lausetta 42 jo tuttujen systeemien tédydellisyystodistuksiin. Py-
rimme siis todistamaan, ettd tietty normaali modaalilogiikka 3 on taydellinen suhtees-
sa sellaisten kehysten luokkaan, joissa vaihtoehtorelaatiolla on tietty ominaisuus O (joka
useimmiten on useamman "perusominaisuuden” yhdistelmé). Kun on todistettu systeemin
Y. olevan luotettava téllaisen luokan suhteen, niin lauseen 42 perusteella riittda osoittaa,
ettd kanonisessa kehyksessid Fy, = (My, Ry) vaihtoehtorelaatiolla Ry, on ominaisuus O.

Merkitkoon "r” refleksiivisyytta, ”s” symmetrisyytta ja ”t” transitiivisuutta. Kdaytdmme
néitéd alaindekseja kehysten, joilla on ndmé ominaisuudet, luokalle. Siis esimerkiksi C, on
kaikkien refleksiivisten eli T-kehysten luokka, C,.; on kaikkien S4-kehysten luokka ja C,
on kaikkien S5-kehysten luokka.

Korrespondenssitulosten (ja itse asiassa jo oppikirjan ensimméisen osan perusteella)
saamme seuraavat luotettavuustulokset.

Lause 51. Seuraavassa taulukossa on ensimmdisessd sarakkeessa systeemi ja toisessa
sarakkeessa luokka, jonka suhteen systeemi on luotettava:

systeems luokka
KT C,
KB Cs
K4 C
KTB Crs
KT4 Crt
KB4 Cst
KTB4 Crst-
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Téaydellisyyden todistamiseksi riittéaé siis todistaa, ettd ndiden systeemien kanoniset
kehykset kuuluvat vastaaviin luokkiin. Tarkastelemme ensin refleksiivisyyden osalta sys-
teemin KT siséltavien systeemien X kanonisia kehyksid Iy, = (My, Ry). Systeemi 3 voi
olla esimerkiksi KT, KTB tai KTB4; oleellista on, ettd systeemi X siséltda kaikki skee-
man (7°) instanssit. Olkoon w € My, Teoreemaskeeman (7") perusteella jokaiselle kaavalle
A pitee, ettd OA — A € w. Koska w on maksimaalisesti ristiriidaton kaavajoukko, niin
tédten on voimassa implikaatio OA € w = A € w (harjoitustehtidvé). Tamén perusteella
{A|0OA € w} C w, joten relaation Ry mééritelmén perusteella wRyw. Relaatio Ry on
siis refleksiivinen ja Fy € C,.

Tarkastelemme seuraavaksi symmetrisyytta. Olkoon ¥ sellainen systeemi, jonka teo-
reemaskeemana on (B). Todistamme, ettd kanonisen kehyksen Fy; relaatio Ry on sym-
metrinen. Oletamme ensin, ettd wy, wy € My ja wiRyws eli ettd { A | OA € wy } C ws.
Sitten osoitamme, ettd woRyw; eli ettd { A | OA € we } C wy. Teemme vastaoletuksen,
ettd on olemassa sellainen kaava A, ettd OA € wy, mutta A ¢ w,. Talloin —A € w; ja
koska teoreemaskeeman (B) perusteella =A — 0O0O0—-A € wy, niin OC-A € w;. Talléin
relaation Ry mééaritelmén perusteella &—A € w,. Koska i O—A < —0OA, niin téiten
—OA € wy. Mutta tdmé on ristiriidassa oletuksen OA € ws kanssa, joten vastaoletus on
siis vdara. Taten wyoRyw; ja olemme todistaneet relaation Ry olevan symmetrinen.

Lopuksi tarkastelemme transitiivisuutta. Olkoon 3 sellainen systeemi, jonka teoree-
maskeemana on (4). Oletamme, ettd kanonisen kehyksen maailmoille wq, wy ja ws pétee,
ettd wi Ryws ja wyRyws. Tamé on siis yhtépitdvad sen kanssa, etté

{A|DA€’LU1}QUJ2 (3)
J {A|DAEU)2}§U)3. (4)

Olkoon A sellainen kaava, ettd OA € w,. Teoreemaskeeman (4) perusteella A — OOA €
wy, joten myos OOA € w;. Ehdon (3) perusteella tdlloin OA € wy, jolloin ehdon (4) pe-
rusteella A € ws. Olemme néin osoittaneet, ettd { A | OA € wy } C ws eli ettd wy Ryws.
Kun siis skeema (4) on systeemin 3 teoreemaskeema, niin kanonisen kehyksen vaihtoeh-
torelaatio Ry on transitiivinen.

Yhteenvetona edelld olevista tarkasteluista saamme seuraavan lauseen.

Lause 52. Olkoon X normaali modaalilogiikka ja Fy, = (Myx, Ry) sen kanoninen kehys.

1. Jos skeema (T') on systeemin % teoreemaskeema, niin Ry, on refleksiivinen.
2. Jos skeema (B) on systeemin X teoreemaskeema, niin Ry on symmetrinen.

3. Jos skeema (4) on systeemin X teoreemaskeema, niin Ry on transitiivinen.
Taten saamme lauseen 51 luotettavuustuloksia vastaavat taydellisyystulokset:

Lause 53. Olkoot C,., Cs jne. samoja kehysten luokkia kuin lauseessa 51. Tdlldin

Th(C,) =KT,
Th(C,) =KB,
Th(C,)  =K4,
Th(C,s) =KTB,
Th(C) =KT4,
Th(Cq) =KB4,



Erityisesti siis systeemi T on luotettava ja tdydellinen kaikkien refleksiivisten kehys-
ten eli T-kehysten luokan suhteen, systeemi S4 kaikkien refleksiivisten ja transitiivisten
eli S4-kehysten luokan suhteen ja systeemi S5 kaikkien sellaisten kehysten, joissa vaih-
toehtorelaatio on ekvivalenssirelaatio, eli S5-kehysten luokan suhteen.

Vastaavaan tapaan voidaan esittédd luotettavuus- ja taydellisyystulokset kaikille kano-
nisille normaaleille modaalilogiikoille KS; ... S, kunhan vain 16ydetdén skeemoja Sy, Sa,
..., S, vastaavat vaihtoehtorelaation ominaisuudet.

9.4 L- ja S5-mallien vastaavuus

On mahdollista todistaa systeemin S5 taydellisyys myos L-mallien luokan suhteen. Emme
kuitenkaan esité tata todistusta, vaan osoitamme suoraan, ettéd kaikkien L-mallien luokka
ja kaikkien S5-mallien luokka determinoivat saman systeemin.

Olkoon M = (W, P) L-malli ja My = (W, R, P) Kripke-malli, jossa relaatio R on
universaalinen relaatio W xW. Kripke-malli Mg on S5-malli, koska universaalinen relaatio
on ekvivalenssirelaatio.

Kummassakin mallissa esiintyy sama valuaatiofunktio P, joten kun w € W ja p on
lausemuuttuja, niin

Mp,wkEp<s Mg, wEp.

Helposti voimme induktiolla kaavan A pituuden suhteen todistaa (harjoitustehtdva), etta
yleisestikin
YweW: Mp,wE A< Mg, wE A.

Tésta seuraa, ettd Th(Mp) = Th(Mg).

Jos jokin kaava A on validi jokaisessa S5-mallissa, se on validi my6s jokaisessa sellai-
sessa Kripke-mallissa (W, R, P), jossa R = W x W. Koska jokaista L-mallia vastaa téllai-
nen Kripke-malli, niin yll& olevan huomion perusteella kaava A on validi myos jokaisessa
L-mallissa.

Oletamme sitten kdéntéen, ettd kaava A on validi jokaisessa L-mallissa. Tehddan vas-
taoletus, ettd kaava A el ole validi jossakin S5-mallissa M = (W, R, P). Té&lloin siis
Jw € W: M,w ¥ A. Olkoon M(w) = (W(w), R*, P*) maailman w generoima mallin
M alimalli (méa#ritelmésté ks. s. 68). Induktiolla voimme todistaa (harjoitustehtiava), et-
ta jokaiselle kaavalle B pétee

V' € W(w): M,w' E B < M(w),w E B.

Siis M (w),w ¥ A. Mutta R* on universaalinen relaatio W (w) x W (w) (harjoitustehtévéa),
joten myos L-mallissa (W (w), P*) ¥ A. Vastoin oletusta kaava A ei siis olisikaan validi
jokaisessa L-mallissa. Voimme siis paatelld, ettd L-validit kaavat ovat myos S5-valideja.

Olemme né&in osoittaneet kaikkien L-mallien luokan ja kaikkien S5-mallien luokan
méadradvan saman systeemin. Koska olemme todistaneet kaikkien S5-mallien luokan méa-
raavéan systeemin S5, saamme seuraavan tuloksen.

Lause 54. Normaali modaalilogiikka S5 on luotettava ja tdydellinen kaikkien L-mallien
luokan suhteen.
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10 Asrelliset kehykset

Olemme edellé esittaneet seuraavanlaisia tuloksia: kun C on sellaisten kehysten (tai mal-
lien) luokka, joissa vaihtoehtorelaatiolla on "sopiva”; systeemid ¥ vastaava ominaisuus
Osx, niin Th(C) = X. Téssé luvussa tarkastelemme sité, milloin jokin dérellisten kehysten
osaluokka determinoi systeemin ¥. Sanomme, etté

systeemilld 3 on ddrellisen kehyksen ominaisuus, jos aina, kun A ¢ X on
olemassa sellainen #érellinen Kripke-kehys F' systeemille 3, ettd F'F A.

Voimme maéritelld myos dérellisen mallin ominaisuuden: systeemilld 3 on ddarellisen mal-
lin ominaisuus, jos aina, kun A ¢ X, niin on olemassa sellainen dérellinen malli M, ettd
ME X ja M FE A. Jos systeemilld 3 on dérellisen kehyksen ominaisuus, silld on triviaalis-
ti myos dérellisen mallin ominaisuus (harjoitustehtévi). Voidaan todistaa, ettd kadntei-
nenkin véite on voimassa [25, s. 150—152], joten &érellisen kehyksen ja dérellisen mallin
ominaisuudet merkitsevit samaa.

Oletetaan, ettéd systeemilld 3 on &érellisen kehyksen ominaisuus. Aina, kun A ei ole
systeemin X teoreema, on siis olemassa sellainen #érellinen kehys F' F 3, ettd F' F A.
Valitaan jokaista kaavaa A ¢ 3 kohti yksi téllainen kehys ja kidytetaén sille merkintaa
F4. Helposti ndhdéén, ettd Th({ Fa | A ¢ ¥ }) = X (harjoitustehtivi). Seuraava lause
on siis voimassa.

Lause 55. Jos systeemilld 3 on ddrellisen kehyksen ominaisuus, on olemassa ddrellisten
kehysten luokka, joka determinoi sen.

Tamén lauseen seurauksena saamme, ettd jos systeemilld 3 on &érellisen kehyksen
(tai yhtépitavésti dérellisen mallin) ominaisuus ja (W, R) E X, jos ja vain jos vaihtoehto-
relaatiolla R on ominaisuus Oy, niin kaikkien dérellisten kehysten (mallien), joissa vaih-
toehtorelaatiolla on ominaisuus Oy, luokka determinoi systeemin 3.

Systeemin ¥ sanotaan olevan ratkeava, jos on olemassa menettelytapa, jolla jokaisen
kaavan A kohdalla voidaan ratkaista (ainakin periaatteessa) kysymys siitd, onko kaava
A systeemin ¥ teoreema vai ei (ratkeavuuden médritelméstd ja alempana esitettdvistd
tuloksista ks. [25, s. 152—-154]). Kun systeemi 3 on aksiomatisoitu lisaamélld systeemin
K aksiomatisointiin d&rellinen méaéra aksioomaskeemoja, voidaan osoittaa, ettd sen kaik-
ki teoreemat ovat (periaatteessa) lueteltavissa ja tdmén teoreemien listauksen pohjalta
voidaan antaa aina myonteinen vastaus niissd tapauksissa, joissa A on systeemin X teo-
reema. Jos systeemilld 3 on &dérellisen kehyksen ominaisuus, niin voidaan osoittaa, etti
on mahdollista luetella kaikki systeemin 3 &dérelliset kehykset ja niihin liittyvat mallit,
joissa annettu kaava A ei mahdollisesti ole validi. Tamén "mahdollisten vastamallien” lis-
tauksen pohjalta voidaan antaa aina kielteinen vastaus niissé tapauksissa, joissa A ei ole
systeemin 3 teoreema. Systeemi 3 on siis ratkeava, jos silld on &érellisen kehyksen omi-
naisuus. Osoitamme téssa luvussa, etté systeemeilld K, T, S4 ja S5 on dérellisen kehyksen
ominaisuus, joten ne kaikki ovat ratkeavia.

Kanonisen kehyksen mahdollisten maailmojen joukko My on aina ddreton (harjoi-
tustehtdvi), joten emme voi kiyttda sitd suoraan hyviksi todistaessamme dérellisten ke-
hysten luokille taydellisyystuloksia. Esittelemme seuraavassa alaluvussa tekniikan, jolla
pyritddn muodostamaan annettua &déretontd mallia ominaisuuksiltaan mahdollisimman
paljon vastaava dérellinen malli.
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10.1 Filtraatio

Tarkastelemme ensin esimerkkiné pieninté normaalia modaalilogiikkaa K. Jos A ¢ K, niin
taydellisyystuloksen perusteella on olemassa sellainen &déretéon Kripke-malli (esimerkiksi
systeemin K kanoninen malli) M = (W, R, P), ettd M ¥ A. Olkoon subA kaikkien kaavan
A alikaavojen joukko. Méérittelemme joukossa W relaation ~ seuraavasti:

wy ~ Wy, jos ja vain jos VB € subA: M,w, E B < M,w; F B.

Relaatio ~ riippuu siis sekd mallista M etta kaavasta A (sen alikaavojen joukosta), joten
tarvittaessa voimme kiyttid sille merkintda ~M, .

Relaatio ~ on ekvivalenssirelaatio (harjoitustehtédvé), joten voimme muodostaa kaik-
kien sen médrddmien ekvivalenssiluokkien joukon W* = {[w] | w € W }.1 Valitsemme
tdmén joukon mallin M™* mahdollisten maailmojen joukoksi ja méérittelemme vaihtoeh-
torelaation R/ seuraavasti:

[w1] R [wa] & 3w), wh: w) € [wy], wy € [wa] ja w| Rwb.

Merkitsemme [P(p;)] = {[w] | w € P(p;) } (i = 1,2,3,...) ja médrittelemme valuaation
P* ehdon P*(p;) = [P(p;)] mukaisesti. Mallia M* = (W* R/, P*) kutsumme mallin M

filtraatioks:.

ESIMERKKI 47. Olkoon A = Op, jolloin subA = {p, Op}. Tarkastellaan mallia M =
(W,R, P), jossa W =N, R={(n,n) |neN}jaP(p) ={1,3,5,...}. Talloin siis ehdot
M,nEp, M,nFE Op ja"n on pariton” ovat yhtapitavia.

8666

Ekvivalenssiluokkia on vain kaksi, 2n] ja | [2n + 1] (n € N), joten mallissa
(W* R, P*) JOUkkO W* = [ ] [ ]} on aarelhnen valkka Joukko W on aaretdn. Koska 0RO
ja 1R1, niin [0]R7[0] . Seuraava kuvio esittii filtraatiota M* = (W* R/, P*):

© '@

Nyt P*(p) = {[1]}. Yleisemmin, jos P(q) siséltaa vain parillisia lukuja, niin P*(¢q) = {[0]},
jos vain parittomia, niin P*(q) = {[1 ]}, ja jos se siséltaa sekd parittomia ettd parillisia
lukuja, niin P*(q) = {[0], [1]} = W™*.

Y14 olevan esimerkin malli M oli 4areton, mutta filtraatio M* dérellinen. Todistamme
seuraavaksi, ettd filtraatio M* = (W* R’, P*) on aina direllinen. Kaavan A alikaavojen

Hgsmiillisesti merkiten [w] on siis w/~M, | eli alkion w midriimi ekvivalenssiluokka { w’ | w ~M
subA subA
w'} relaatiossa ~, ,.
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joukko on aina aérellinen, olkoon se jarjestettyna (B, Bs, ..., B,), jossa siis jokin B; = A.
Miééritelladan bittijono A(w) = (ay, o, . . ., ay,) seuraavasti:

(1=1,2,...,n).
0, M,wF B;

{1, M, wk B;,
a; =
Jos A(w) = A(w') ja B € subA, niin M,w E B, jos ja vain jos M,w" F B, ja ta-
ten [w] = [w']. Jokaista ekvivalenssiluokkaa |[w] vastaa tdsmilleen yksi bittijono A(w) =
(aq, g, ..., o) (harjoitustehtévi: osita,e ttd kddnteinen viite el yleensd ole voimassa).
Koska néité bittijonoja on korkeintaan 2", niin joukko W* on dérellinen.

Malli M* on siis dérellinen. Osoitamme seuraavaksi, ettd kaava A ei ole validi siiné.
Valuaation P* ja relaation ~ méaéritelmien perusteella (harjoitustehtéva)

Yw € W: Vp; € subA: M* [w] E p; & M,wE p;.
Teemme induktio-oletuksen, etta
Vw e W:VB € subA: M*[w]F B< M,wkE B

ja
Vw e W:VC € subA: M*[w]EC < M,wkE C.

Jatdmme harjoitustehtaviksi todistaa, ettd induktio-oletuksen perusteella
Vw e W: V=B € subA: M*,[w] F -B < M,wF -B

ja
Yw e W:VBAC € subA: M*[w|E BANC & M,wE BAC.

Tarkastelemme tésséd induktioaskelta OB € subA. Kun OB € subA, niin my6s B €
subA, joten voimme soveltaa induktio-oletusta. Oletamme ensin, ettd M* [w;] F OB.
Tehtdavamme on todistaa, ettd M, w; F OB. Olkoon siis w € W sellainen maailma, etté
wy Rw. Relaation R/ méiritelmén perusteella [w]R/[w]. Jos nyt olisi M,w ¥ B, niin
induktio-oletuksen perusteella M* [w] ¥ B, joka on ristiriidassa oletuksemme M* [w;] F
OB kanssa.

Oletamme sitten, ettd M,w; F OB. Télloin siis M,w F B aina, kun w; Rw. Olkoon
[w] € W* sellainen maailma, ettii [w;]R/[w]. Tilloin siis on olemassa sellaiset w} € [w,]
ja w' € [w], ettd wiRw'. Koska w}] ~ wy, niin M,w}| F OB. Siis M,w’ F B, jolloin
induktio-oletuksen perusteella M* [w'] E B. Koska [w'| = [w], niin myos M* [w] F B.
Taten M* [wy] F OB.

Induktioperiaatteen mukaisesti saamme, etta

M* [w]E D < M,wE D aina, kun D € subA ja w € W.

Koska oletuksemme mukaan M ¥ A, niin on olemassa sellainen w € W, etta M, w E A.
Kaava A itse kuuluu alikaavojensa joukkoon, joten talloin M* [w] ¥ A. Olemme néin
todistaneet, etti jos A ¢ K, on olemassa direllinen kehys (W* R/), jossa A ei ole validi.
Pienimmalld modaalilogiikalla K on siis dérellisen kehyksen (ja mallin) ominaisuus.

Havainnollistamme vield titd tulosta ja filtraation M* = (W* R/, P*) konstruoimista
seuraavalla esimerkilla.
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ESIMERKKI 48. Olkoon A = Og — Op, jolloin subA = {p, ¢, Op, Og, Og — Op}. Tarkas-
tellaan mallia M = (W, R, P), jossa W = N,

R ={(0,1),(0,5),(1,6),(2,0),(2,3), (3,4),(3,8),(4,3),(6,2) }
U{{mm+1)|m=25,6,7,...},

P(p) = {0,2} U {1,3,5,...} ja P(q) = {0,2,4,...}. Malli M on rakenteeltaan melko
monimutkainen, mutta kun piirrimme kuvion (kuvio 2), jossa rajoitumme tutkimaan
lauseita B € subA, niin huomaamme, ettd on kolmenlaisia maailmoja:

e maailmat 0 ja 2 (lauseet p, ¢, Op, ~Oq ja A tosia)
e maailmat 1, 3, 5,... (lauseet p, ~¢q, ~Op, Og ja —A tosia)
e maailmat 4, 6, 8, ... (lauseet —p, ¢, Op, ~Oq ja A tosia).

Saamme siis ekvivalenssiluokat [0] = [2], [1] = [3] = [5] = --- ja [4] = [6] = [8]
Filtraatiossa M* = (W* R/, P*) on siis W* = {[0], [1], [4]}, P*(p) = {[0],[1]} ja P*(q) =

Kuvio 2: Esimerkin 48 malli M.

{[0], [4]}. Sen perusteella, ettd 2R0, O0R1, 1R6, 6R7 ja 6R2 saamme [0]R7[0], [0]R/[1],
[1]R/[4], [4]R/[1] ja [4]R7[0]. Malli M* on siis varsin yksinkertainen:
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Edelld esitetty todistus systeemin K &érellisen kehyksen ominaisuudelle oli sikali help-
po, etté tieddmme kaikkien tdmén systeemin teoreemojen olevan valideja jokaisessa Kripke-
kehyksessi, eikii meidin titen tarvinnut erikseen tutkia sitd, onko kehys (W* R/) todella
kehys systeemille K. Tutkiessamme samaan tapaan kysymysta systeemin T &érellisen ke-
hyksen ominaisuudesta voimme ottaa lahtokohdaksi sen, ettd jos A ei ole systeemin T
teoreema, niin taydellisyystuloksen perusteella on olemassa sellainen refleksiivinen kehys
ja siihen liittyvéa malli M, jossa kaava A ei ole validi. Sen varmistamiseksi, etta filtraation
M* kehysosa on kehys systeemille T, meiddn téytyy osoittaa, ettd sen vaihtoehtorelaa-
tio R/ on refleksiivinen. Mutta timén relaation refleksiivisyys seuraa helposti relaation R
refleksiivisyydesti: koska wRw ja w € [w], niin [w] R/ [w] aina, kun [w] € W*. Jos nyt ylei-
sesti vaihtoehtorelaation ominaisuus O on sellainen, etti se séilyy konstruoitaessa relaatio
RY | niin systeemilld Th({ (W, R) | O(R) }) on #érellisen kehyksen ominaisuus. Refleksii-
visyyden lisiksi mm. symmetrisyys on tiillainen ominaisuus. Jos nimittdin [w]R/[w’], niin
olemassa sellaiset mallin M maailmat, ettd w; ~ w, wj ~ w' ja wy Rw}. Jos R on sym-
metrinen, niin w}j Rw,; ja titen myds [w'] R [w].

Koska siis mallin (W, R, P) filtraatio (W* R/, P*) on refleksiivinen, jos R on refleksii-
vinen, ja symmetrinen, jos R on symmetrinen, saamme seuraavan lauseen.

Lause 56. Systeemeilli K, T = KT, KB ja KTB on darellisen kehyksen ominaisuus.

Seuraavassa esimerkissi osoitamme, etti vaikka R on transitiivinen, niin Rf ei viltta-
métta sité ole.

ESIMERKKI 49. Olkoon M = (W, R, P), jossa W = N,

R={(0,1),(1,0),(2,3),(3,2)}U{(n,n) [n € N},
P(p) =1{0,1,2,3},
P(q) ={1,2},
P(r) = {0}.
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Tarkastellaan kaavaa A = Op A (¢ Ar). Esitetdéin sen alikaavojen joukko jérjestettyné
jonona (A, 0p,q Ar,p,q,r). Télloin (ks. méaritelma s. 81)

A(0) =(0,1,0,1,0,1),
A1) =(0,1,0,1,1,0),
A(2) =(0,1,0,1,1,0),
A(g) = <O71’O7 1’07 0>7
A(n) =(0,0,0,0,0,0), kun n > 4.

Koska A(1) = A(2) ja A(m) = A(n) (m,n > 4), niin eri ekvivalenssiluokkia on nelja,
nimittsin 0], [1] = [2], [3] ja [n] (n > 4).

Relaatio R on transitiivinen. Koska 0R1, 2R3 ja 2 € [1], niin [0]R/[1] ja [1]R/[3]. Mutta
koska [0] = {0}, [3] = {3} ja OR3, niin [0}’ [3]. Relaatio R’ ei ole siis transitiivinen.

Jos siis tarkastelemme systeemid K4 ja kaavaa A ¢ K4, niin edelld esitetyn perus-
teella pystymme kylld 16ytadméaén sellaisen dérellisen mallin M* = (F* P*), jossa A ei ole
validi, mutta koska se ei ole transitiivinen, niin F™* ei ole kehys systeemille K4, eikd M*
valttamaétta ole malli systeemille K4. Jos haluamme siis todistaa, ettd systeemilld K4 on
adrellisen kehyksen ominaisuus, meidédn pitdéd valita vaihtoehtorelaatioksi jokin muu re-
laatio kuin R/. Kun tutkimme hieman tarkemmin esimerkkitodistustamme systeemin K
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adrellisen mallin ominaisuudelle, huomaamme, ettd pystymme todistamaan induktioaske-
leen
Vw e W: VOB € subA: M* [w]|F OB < M,wE OB,

kunhan mallin M* vaihtoehtorelaatio R* toteuttaa ehdot

jos wy Rw, niin [w;] R*[w] (FF)
ja

jos [wy|R*[w], OB € subA ja M,w; E OB, niin M,w F B. (CF)
Relaatio R/ on vain yksi esimerkki nimi ehdot toteuttavasta vaihtoehtorelaatiosta (harjoi-
tustehtévéd). Annammekin seuraavaksi yleiset mééritelméat ja tulokset filtraatioille. Emme
todista néitd tuloksia, mutta lukijan, joka on perehtynyt systeemid K koskevaan esimerk-
kiin, on kuitenkin helppo tehdé itse ndmé todistukset. Néiden yleisten tulosten jédlkeen
voimme todistaa, ettd myos systeemeilld K4 ja S4 ja S5 on déarellisen mallin ominaisuus.
Olkoon M = (W, R, P) Kripke-malli ja I" alikaavojen suhteen suljettu kaavajoukko.

Méérittelemme ekvivalenssirelaation ~# seuraavasti:

w ~ W', jos ja vain jos VB € I': M,wk B < M,w' E B.
Maéérittelemme, etté

mallin M T-filtraatio on sellainen malli M* = (W* R* P*), jossa W* = W/~M
(kaikkien relaation ~¥ méisrdimien ekvivalenssiluokkien joukko), P*(p) =

[P(p)] ja R* toteuttaa edella esitetyt ehdot (FF') ja (CF).

Vastaavasti kuin edell systeemille K esitetyssé esimerkkitapauksessa voidaan todistaa
seuraava lause.

Lause 57. Jos A €T ja M* on mallin M T-filtraatio, niin
MwEAs M |[wEA

aina, kun w on mallin M maailma. Silloin kun I' on ddarellinen, niin mydés M* on ddrel-
linen.

Kun M ja I' (joka yleensd on jonkin kaavan kaikkien alikaavojen joukko) on kiinni-
tetty, filtraation M* mahdollisten maailmojen joukko ja valuaatio méaardytyvat tdmén
perusteella. Sen sijaan vaihtoehtorelaatio R* voidaan valita yleensd useammalla tavalla
ehtojen (FF) ja (CF) asettamissa rajoissa. Kutsumme filtraatiota (W* R/, P*) pienim-
mdksi filtraatioksi, silla kun (W* R*, P*) on mallin M I'-filtraatio, niin R/ C R*. Saamme
suurimman I'-filtraation muuntamalla ehdon (CF') implikaation ekvivalenssiksi ja méé-
rittelemalld

RF = {{[w],[w]) |[VOB €T: M,wE 0B = M,w' = B}

Relaation R voidaan todistaa toteuttavan myos ehdon (FF) (harjoitustehtiivil), joten
(W* REY, P*) on todella filtraatio. Sen vaihtoehtorelaatio R¥ on isoin siind mielessi, ett#
jokaisen muun filtraation vaihtoehtorelaatio sisiltyy siithen (harjoitustehtéva).

Ehdosta (FF) seuraa, etté refleksiivisyys séilyy kaikissa filtraatioissa:

Lause 58. Refleksiivisen mallin jokainen I'-filtraatio on refleksiivinen.
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10.2 Transitiiviset filtraatiot

Seuraavassa lauseessa madrittelemme filtraation, joka sailyttad transitiivisuuden. Jatam-
me lauseen todistuksen harjoitustehtéivaksi.

Lause 59. (Vrt. [9, s. 106] ja [25, s. 144].) Olkoon M = (W, R, P) transitiivinen Kripke-
malli, I' alikaavojen suhteen suljettu kaavajoukko ja

RY = {{[w], [w]) |
VBel: Mwk B= (M,w'F B jaM,w'FOB) }.

Télloin M* = (W* RY P*) on mallin M transitiivinen T-filtraatio.
Lauseiden 58 ja 59 perusteella saamme seuraavan lauseen.
Lause 60. Systeemeilld K4 ja S4 = KT4 on ddrellisen kehyksen ominaisuus.

Osoittaaksemme, ettd systeemilld S5 = KTB4 on #irellisen kehyksen ominaisuus,
tarkastelemme ekvivalenssirelaation siilymisté filtraatiossa.

Lause 61. Olkoon M = (W, R, P) Kripke-malli, jossa R on ekvivalenssirelaatio, ja olkoon
' alikaavojen suhteen suljettu kaavajoukko. Olkoon M* malli (W* R, P*), jossa W* =

W/~tt, P*(p) = [P(p)] ja
R™Y = {{[w],[w])) |VOB € T': M,wk 0B < M,w' EOB}.

Talloin M* on sellainen mallin M T-filtraatio, jonka vaihtoehtorelaatio on ekvivalenssi-
relaatio.

Todistus. Todistamme ensin, ettd malli M* on mallin M I'-filtraatio. Oletamme, etté
wRw'. Koska R on ekvivalenssirelaatio, niin {w* | wRw*} = {w* | w'Rw*} (harjoi-
tustehtévd). Taten aina, kun OB € T, niin M,w F OB, jos ja vain jos M,w' E OB,
jolloin relaation R"*% méiritelmiin perusteella [w] R [w']. Relaatio R™Y toteuttaa siis
ehdon (FF).

Oletamme sitten, etti [w]|R™Y[w'], OB € I' ja M,w £ OB. Relaation R"% miiri-
telmdn mukaan saamme, ettd M,w’ F OB. Koska R on refleksiivinen, niin M,w’ F B.
Relaatio R/ toteuttaa siis ehdon (CF).

Seuraavaksi todistamme, ettd R™! on ekvivalenssirelaatio. Suoraan relaation R"**/
médritelmén perusteella saamme, ettd R™% on refleksiivinen ja symmetrinen. Oletamme,
ettd [wy| RV [wy] ja [we] R [ws]. Tilldin méiritelmin mukaan

vaBel': M,w, FOB < M,w, F OB
ja
voBel': M,wy, F OB < M,ws F OB.

Té&ten myos
vaoBel': M,w, F OB < M,ws F OB,

joten [w] R [ws]. Olemme niin osoittaneet, ettd R™% on myds transitiivinen. O

Taméan lauseen seurauksena saamme seuraavan tuloksen:
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Lause 62. Systeemilld S5 = KTB4 on ddrellisen kehyksen ominaisuus.

Myos systeemilla KB4 on dérellisen kehyksen ominaisuus, silld on mahdollista mé&ari-
telld filtraatio niin, ettd vaihtoehtorelaation symmetrisyys ja transitiivisuus siilyvét, ks.
9, s. 106].

Tarkastelemme lopuksi vield euklidisia filtraatioita. Osoittautuu, ettd euklidisuuden
sdilymisté ei voi taata pelkistdan asettamalla filtraation vaihtoehtorelaatiolle liséehtoja,
vaan ettd myos joukon I' valintaa taytyy vaihtaa.

10.3 Euklidiset filtraatiot

Seuraavassa esimerkissd muodostamme erddn euklidisen mallin pienimmén ja suurimman
filtraation.

ESIMERKKI 50. (Vrt [9 s. 108].) Olkoon I' = {Op,p} ja M = (W, R, P), jossa W =
{1,2,3,4,5}, R = {(1,2),(2,2), (3,4), (4,4), (4,5), (5,4), (5,5)} ja P(p) = {2,4}.

€
(F @

Tallsin ||Op||™ = {1, 2,3}, joten m ~¥ n, jos ja vain jos m = n tai m,n € {1, 3}. Téten
siis eri ekvivalenssiluokkia on neljé: [1] = [ 1, [2], [4] ja [5].

Kun M* on mallin M I-filtraatio (W* R*, P*), niin W* = {[1],[2], [4], [5]} ja P*(p) =
{[2], [4]}. Pienimmaén filtraation vaihtoehtorelaatio

R = {([1], [2]), {[2], [2]), {[1], [4]). {[4], [41), [4]. [5]), ([5], [4]). {[5], [5])}

ja suurimman filtraation vaihtoehtorelaatio

R = RTU{([2], [4]), ([4], [1]), {[4], [2]), {[5], [1]). (5], [2)}-
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Esimerkin 50 relaatio R on euklidinen, mutta R/ ja R eiviit ole euklidisia. Olkoon
R* jokin muu mallin M T-filtraation vaihtoehtorelaatio. Koska R/ C R* niin [1]R*[4]
ja [1]R*[2]. Jotta R* olisi euklidinen, niin on oltava siis [4] R*[2]. Koska [4]R*[5], niin t&-
ten pitéisi olla voimassa myos [2]R*[5]. Mutta tdméa on mahdotonta, silld M* [5] ¥ p ja
M~ [2] & Op. Missédn mallin M filtraatioissa ei siis vaihtoehtorelaatio voi olla euklidinen.
Tarkoittaako tdmé siis sité, ettd esimerkiksi kaikkien euklidisten mallien luokan deter-
minoivalla systeemillda K5 ei ole dérellisen mallin ominaisuutta? Vastaus on kielteinen,
ylla oleva tulos osoittaa vain sen, ettd téssd esitelty todistustekniikka ei toimi euklidisten
mallien kohdalla. Esitdmme seuraavaksi lauseen, jossa todetaan suurimman I'-filtraation
sdilyttavan euklidisuuden, kun joukoksi I' valitaan seké alikaavojen ettd modaliteettien
suhteen suljettu kaavajoukko. Jalkimmaéinen sulkeumaehto tarkoittaa ehtoa

Ael'=-A DAel.

My6s symmetrisyys ja transitiivisuus séilyvét téllaisessa filtraatiossa.

Lause 63. Olkoon M = (W, R, P) euklidinen (vastaavasti symmetrinen, transitiivinen)
Kripke-malli. Olkoon T' alikaavojen ja modaliteettien suhteen suljettu kaavajoukko. Til-
l6in mallin M suurin U-filtraatio (W* RY, P*) on euklidinen (vastaavasti symmetrinen,
transitiivinen).

Todistus. Chellas [9, s. 110] esittdd todistuksen euklidisuuden osalta. Jitdmme sen samoin
kuin transitiivisuuden tarkastelun harjoitustehtévéksi ja todistamme téssé vain symmetri-
syytté koskevan tuloksen. Oletamme siis, ettd R on symmetrinen, ja tarkastelemme mallin
M T-filtraatiota (W* RE, P*). Oletamme, ettii [w]RY [w']. TAlloin relaation RY midritel-
mén perusteella

VOAel: M,wEOA= M,wE A. (%)

Oletamme, ettd OA € I' ja M, w ¥ A. Koska R on symmetrinen, niin M,w F CO0A — A
ja titen M, w ¥ OOA. Tésta seuraa, ettd M,w E O-0OA, jolloin ehdon (%) mukaisesti
M,w' E -0A eli M,w' ¥ OA (huomaa, ettd koska I' on suljettu modaliteettien suhteen,
niin O0-0A € I'). Olemme néin osoittaneet, etta

VOAel: M,w' FOA= M,wkE A,

joten relaation RY médritelmén mukaan [w'| R¥[w]. Kun siis R on symmetrinen, niin my&s
RF on symmetrinen. O

Lauseen 63 tuloksesta ei seuraa vield suoraan, ettd esimerkiksi systeemilld K5 olisi
ddrellisen kehyksen ominaisuus. Jos nimittdin A ¢ K5, niin joukko subA on kylldkin
darellinen, mutta sen sulkeuma modaliteettien suhteen on aina déretdn, eiké ole itsestadn
selvad, ettd WW* on &érellinen.

Joukon I' ei tarvitse kuitenkaan olla dérellinen, jotta W* olisi dérellinen. Riittad, ettéa
I' on loogisesti dgdrellinen suhteessa malliin M. Taméa tarkoittaa sitd, ettd on olemassa
sellainen &érellinen I C I', ettd aina, kun kaava A € I', niin on olemassa sellainen kaava,
A e T ettdh M E A + A’. Télloin joukko W* on dérellinen (harjoitustehtavi, vrt. [9,
s. 43]).

Jos malli M on sellainen, ettd sen avulla on erotettavissa vain dédrellinen méaéard mo-
daliteetteja toisistaan, niin dérellisen kaavajoukon sulkeuma modaliteettien suhteen on
loogisesti dérellinen suhteessa malliin M (harjoitustehtdva). Kun M on euklidinen malli,
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niin sen avulla voidaan erottaa vain 14 modaliteettia toisistaan (harjoitustehtiava, vrt. [9,
s. 150]).

Oletamme, ettd kehysten luokka C determinoi systeemin X, jokaisen kehyksen F' €
C vaihtoehtorelaatio on euklidinen (sen lisiksi sille voidaan asettaa muitakin ehtoja) ja
A ¢ 3. Talloin siis on olemassa sellainen kehys F' € C ja siihen liittyvé (euklidinen) malli
M = (F, P), ettd M ¥ A. Kun valitsemme joukoksi I' kaavan A alikaavojen joukon subA
sulkeuman modaliteettien suhteen, niin I' on loogisesti dédrellinen suhteessa euklidiseen
malliin M. Téiten mallin M I-filtraatiossa (W* RE, P*) joukko W* on dérellinen. Jos nyt
kehyksid F' € C on luonnehdittu asettamalla niiden vaihtoehtorelaatioille (euklidisuuden
liséiksi) sellaisia ehtoja, jotka sdilyvét tdménkaltaisissa filtraatioissa, niin systeemilld 33
on adrellisen mallin ominaisuus. Saamme siis esimerkiksi lauseen 63 perusteella seuraavat
tulokset:

Lause 64. Systeemeilld K5, K45 ja KB5 on ddrellisen kehyksen ominaisuus.
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