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4.1 Eulerin graafi

Eulerin graafien tarkastelun alkuna ja itse asiassa koko graafiteorian alkuna
oli ns. Konigsbergin siltaongelma (ks. esimerkki 4.2): onko mahdollista
lahted jostakin paikasta ja palata takaisin 1ahtopaikkaan niin, ettd on
kulkenut jokaisen sillan kautta tdsmaélleen kerran. Euler julkaisi timan
ongelman ratkaisun vuonna 1736.
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4.1 Eulerin graafi

Eulerin graafien tarkastelun alkuna ja itse asiassa koko graafiteorian alkuna
oli ns. Konigsbergin siltaongelma (ks. esimerkki 4.2): onko mahdollista
lahted jostakin paikasta ja palata takaisin 1ahtopaikkaan niin, ettd on
kulkenut jokaisen sillan kautta tdsmaélleen kerran. Euler julkaisi timan
ongelman ratkaisun vuonna 1736.

Maaritelma 4.1

Graafin polku (piiri) on Eulerin polku (piiri), jos se sisdltda graafin jokaisen
sarmén tdsmélleen kerran. Yhtendinen epétriviaali graafi on Eulerin graafi,
jos siind on Eulerin piiri.
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Esimerkki 4.1
Kuvan 4.1 graafissa on esimerkiksi Eulerin piiri p: vs, Vg, V1, Vs, V9, V1, Va, Vs,
Vo, Vs, Vs.

G vy Vs, p v}‘(__ﬁ___ Vs,
N 7 I N
o " 8
Ve V3 Ve.\ 35 4/\/\\ 95 /\.Va
Vg v, V5O WY,

Kuva 4.1. Graafissa G on Eulerin piiri p.
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Esimerkki 4.1
Kuvan 4.1 graafissa on esimerkiksi Eulerin piiri p: vs, Vg, V1, Vs, Vo, V1, Va, Vs,
Vo, Vs, Vs.

1
1 1
1 1
v v.a & 3! ' 9! oV
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Kuva 4.1. Graafissa G on Eulerin piiri p.

Eulerin polku tai piiri on aina yksinkertainen, koska siina ei ole samaa
sdrmaa kahdesti.
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Lause 4.1
Olkoon G jokin yhtendinen epdtriviaali graafi. Talléin seuraavat vditteet ovat
yhtdpitavid.

1. Graafi G on Eulerin graafi.
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Lause 4.1
Olkoon G jokin yhtendinen epdtriviaali graafi. Talléin seuraavat vditteet ovat
yhtdpitavid.

1. Graafi G on Eulerin graafi.

2. Graafin G jokaisen solmun aste on parillinen.
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Lause 4.1
Olkoon G jokin yhtendinen epdtriviaali graafi. Talléin seuraavat vditteet ovat
yhtdpitavid.

1. Graafi G on Eulerin graafi.

2. Graafin G jokaisen solmun aste on parillinen.

3. Graafi G on joidenkin sdrmiltddn erillisten silmukoiden yhdiste.
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Esimerkki 4.2 (Konigsbergin sillat)

Konigsbergin kaupunki Preussissa (nyk. Kaliningrad Venijalld) on
jakaantunut neljadn osaan. Konigsbergissa oli 1700-luvulla seitsemén siltaa.
Kaupunkilaiset yrittivat 10ytdd sunnuntaikavelylld kotiovelta kotiovelle
vievén reitin, joka kulkee jokaisen sillan ylitse tdsmélleen kerran. Euler
osoitti, ettd se on mahdotonta muodostamalla Konigsbergin siltoja vastaavan
graafin, jossa yhtendiset maa-alueet ovat solmuja ja sillat sdrmid. TAima graafi
ei ole Eulerin graafi.

e

Kuva 4.2. Konigsbergin sillat ja siltoja vastaava multlgraaﬁ G.
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Seuraava lause seuraa suoraan lauseesta 4.1.

Lause 4.2
Jokainen Eulerin graafin solmu kuuluu johonkin silmukkaan.
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Seuraava lause seuraa suoraan lauseesta 4.1.

Lause 4.2
Jokainen Eulerin graafin solmu kuuluu johonkin silmukkaan.

Seuraavaksi tarkastelemme, kuinka monella kyndnvedolla graafi voidaan
piirtad, jos sen paritonasteisten solmujen lukumaééara tiedetaan.

Lause 4.3

Olkoon G = (V, E) yhtendinen graafi, jossa on 2k (k > 1) paritonasteista
solmua. Tdlléin E voidaan jakaa epdtyhjiin erillisiin osajoukkoihin E,, E,,
..., E} siten, ettd jokainen joukoista E,, E,, ..., E;, muodostaa graafin G
yksinkertaisen polun.
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Esimerkki 4.3

Kuvan 4.3 graafissa G on neljd paritonasteista solmua. Néin ollen graafin
sdarméjoukko voidaan jakaa kahteen epétyhjaédn joukkoon, joista kumpikin
muodostaa graafin G yksinkertaisen polun (esimerkiksi polut p, ja p,).
Kuvan 4.3 solmut w; ja w, ovat lauseen 4.3 todistuksessa kaytettavia
solmuja.

G: u, u, u, u, u, u,

Vi Vo Vi Vo Vi Vo
polku P, polku P,

Kuva 4.3. Graafi G ja kaksi sen yksinkertaista polkua.
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Lauseen 4.3 osajoukkoihin jako ei kuitenkaan ole valttdmatta
yksikasitteinen.
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Lauseen 4.3 osajoukkoihin jako ei kuitenkaan ole valttdmatta
yksikasitteinen.

Lause 4.4
Yhtendisessd graafissa G on Eulerin polku, muttei Eulerin piirid tdsmdlleen
silloin, kun tdsmdlleen kahden graafin G solmun aste on pariton.

G: v,

Vs A

Kuva 4.4. Graafi G, jossa on Eulerin polku muttei Eulerin piirié.
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4.2 Hamiltonin graafi
Hamiltonin graafi on saanut nimensa irlantilaisen matemaatikon William
Rowan Hamiltonin 1857 esittelemaésta tehtavastd. Tehtdvana oli kiertda
dodekaedrin kérjet sarmia pitkin niin,
ettid kdydaan jokaisessa karjessd vain
kerran. Tama tehtdva antoi nimen
kaikille sellaisille graafeille, joista
16ytyy suora polku tai silmukka,
jossa on kaikki graafin solmut.

Kuva 4.5. Dodekaedri piirrettynd tasoon.
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Miaritelma 4.2

Graafin polku (piiri, silmukka) on Hamiltonin polku (piiri, silmukka), jos se
sisdltda graafin jokaisen solmun tdsmalleen kerran. Graafi on Hamiltonin
graafi, jos siind on Hamiltonin piiri.

G: v, p:

V5 V4 V5.( _______ _x V4
Kuva 4.6. Graafissa G on Hamiltonin piiri p.
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Vahintdan kolmisolmuisessa graafissa Hamiltonin piiri on aina myos
Hamiltonin silmukka.

Ei ole tiedossa yksinkertaista valttdmatonta ja riittdvaa ehtoa sille, etta
graafi olisi Hamiltonin graafi. Sen sijaan tunnetaan kyllakin useita
valttdmattomia ja useita riittdvid ehtoja. Valttimattomia ehtoja ovat mm.
seuraavat. Vahintdan kolmisolmuisessa Hamiltonin graafissa ei ole
loppusolmuja eika irrotussolmuja ja kaksijakoisen Hamiltonin graafin
kummassakin solmujoukossa on yhtd monta solmua.
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Vahintdan kolmisolmuisessa graafissa Hamiltonin piiri on aina myos
Hamiltonin silmukka.

Ei ole tiedossa yksinkertaista valttdmatonta ja riittdvaa ehtoa sille, etta
graafi olisi Hamiltonin graafi. Sen sijaan tunnetaan kyllakin useita
valttdmattomia ja useita riittdvid ehtoja. Valttimattomia ehtoja ovat mm.
seuraavat. Vahintdan kolmisolmuisessa Hamiltonin graafissa ei ole
loppusolmuja eika irrotussolmuja ja kaksijakoisen Hamiltonin graafin
kummassakin solmujoukossa on yhtd monta solmua.

Seuraavaksi esitetddn muutama riittdva ehto Hamiltonin graafille.
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Lause 4.5
Olkoon G yksinkertainen n-solmuinen graafi, jonka solmut on jdrjestetty niin,
etta

deg(v,) < deg(v,) < --- < deg(v,).

Jos tdlloin
(D deg(v,_;) = n—k aina, kun deg(v,) <k <n/2,

niin G on Hamiltonin graafi.

177



Lause 4.6
Olkoon G = (V, E) yksinkertainen n-solmuinen (n > 3) graafi, jonka solmut on
jdrjestetty niin, ettd

deg(v,) < deg(v,) < --- < deg(v,).

Tilloin G on Hamiltonin graafi, jos jokin seuraavista ehdoista on voimassa.
1. 6(G)=n/2.
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Lause 4.6
Olkoon G = (V, E) yksinkertainen n-solmuinen (n > 3) graafi, jonka solmut on
jdrjestetty niin, ettd

deg(v,) < deg(v,) < --- < deg(v,).

Talloin G on Hamiltonin graafi, jos jokin seuraavista ehdoista on voimassa.
1. 6(G)=n/2.
2. deg(u) +deg(v) = n aina, kun u,v € V ja {u,v} ¢ E.
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Lause 4.6
Olkoon G = (V, E) yksinkertainen n-solmuinen (n > 3) graafi, jonka solmut on
jdrjestetty niin, ettd

deg(v,) < deg(v,) < --- < deg(v,).

Talloin G on Hamiltonin graafi, jos jokin seuraavista ehdoista on voimassa.
1. 6(G)=n/2.
2. deg(u) +deg(v) = n aina, kun u,v € V ja {u,v} ¢ E.
3. deg(v,) > k aina, kun 1 <k < n/2.
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Lause 4.6
Olkoon G = (V, E) yksinkertainen n-solmuinen (n > 3) graafi, jonka solmut on
jdrjestetty niin, ettd

deg(v,) < deg(v,) < --- < deg(v,).

Talloin G on Hamiltonin graafi, jos jokin seuraavista ehdoista on voimassa.
1. 5(G)=>n/2.
2. deg(u) +deg(v) = n aina, kun u,v € V ja {u,v} ¢ E.
3. deg(v,) > k aina, kun 1 <k < n/2.
4. deg(v;) +deg(vy) = n aina, kun j < k, deg(v;) < j ja deg(v;) < k—1.
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4.3 Tasograafi
Graafeja piirrettdessa tavoitteena on tietenkin esityksen selkeys. Yksi
selkeyttd haittaava piirre on, ettd sirmat leikkaavat toisiaan. Ndin ollen
graafin esittdmisen kannalta on eduksi, jos graafi voidaan piirtda niin, etta
mitkddn graafin sdrmét eivat leikkaa toisiaan.
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4.3 Tasograafi
Graafeja piirrettdessa tavoitteena on tietenkin esityksen selkeys. Yksi
selkeyttd haittaava piirre on, ettd sirmat leikkaavat toisiaan. Ndin ollen
graafin esittdmisen kannalta on eduksi, jos graafi voidaan piirtda niin, etta
mitkddn graafin sdrmét eivat leikkaa toisiaan.

Maaéritelma 4.3

Tasograafi on graafi, joka voidaan piirtda tasoon niin, ettd mitkdan graafin
sdrmat eivét leikkaa toisiaan. Esitystd, jossa tasograafi piirretddn niin, etta
sdrmat eivét leikkaa, sanotaan graafin tasoesitykseksi.

G: P : P!

Kuva 4.7. Graafi G ja graafin G tasoesitykset P; ja P,.
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Lause 4.7
Jokaisella yksinkertaisella tasogradafilla on tasoesitys, jossa kaikki sdrmdt
voidaan piirtdd suorina viivoina.
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Lause 4.7

Jokaisella yksinkertaisella tasogradafilla on tasoesitys, jossa kaikki sdrmdt
voidaan piirtdd suorina viivoina.

Madaritelma 4.4
Tasograafin tasoesitys jakaa tason alueisiin.

G:
Aluetta reunustavien sarmien lukuméaara
on alueen aste (deg(-)) (sillat lasketaan

mukaan kahteen kertaan).

Kuva 4.8. Graafi G ja graafin G alueiden asteet.
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Tasograafin alueista yksi on dareton, muut dérellisid. Stereograafisen
projektion avulla voidaan osoittaa, ettd graafi on esitettévissa tasossa
tdsmaélleen silloin, kun se on esitettdvissa pallon pinnalla. Pallon pinnalla
kaikki alueet ovat darellisid. Koska projektiossa napa voidaan valita
vapaasti, tasograafi voidaan aina esittda tasossa siten, ettd mika tahansa
etukiteen valittu alue on déreton.

V \Y
V1 V2 2 1
fi V f, fy
v, A vy Vs v, v, LN Vs

Kuva 4.9. Graafin kolme eri tasoesitystd. Kussakin esityksessa eri alue on
aareton.
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Miaritelma 4.5
Tasograafin ddrellisid alueita reunustavia silmukoita sanotaan graafin silmiksi.
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Miaritelma 4.5
Tasograafin ddrellisid alueita reunustavia silmukoita sanotaan graafin silmiksi.

Lause 4.8 (Eulerin kaava)
Jos yhtendisessd tasograafissa on n solmua, m sdrmdd ja r aluetta, niin

n—m+r=2.
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Miaritelma 4.5
Tasograafin ddrellisid alueita reunustavia silmukoita sanotaan graafin silmiksi.

Lause 4.8 (Eulerin kaava)
Jos yhtendisessd tasograafissa on n solmua, m sdrmdd ja r aluetta, niin

n—m+r=2.

Eulerin kaavan avulla voidaan joissakin tapauksissa todistaa ylarajoja
tasograafin sarmien lukumaéralle, kun solmujen lukuméara tiedetaan.
Naita tuloksia voidaan kayttda esimerkiksi sen osoittamiseen, ettd jokin
tietty graafi ei ole tasograafi.
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Lause 4.9
Jos yhtendisessd yksinkertaisessa tasograafissa on n solmua (n > 3) jam
sdrmdd, niin

m<3n—6.
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Lause 4.9
Jos yhtendisessd yksinkertaisessa tasograafissa on n solmua (n > 3) jam
sdrmdd, niin

m<3n—6.

Lause 4.10
Jos yhtendisessd yksinkertaisessa tasograafissa on n solmua (n > 3) ja m
sdrmdd ja graafissa ei ole kolmen sdrmdn pituisia silmukoita, niin

m<2n—4.
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Lause 4.9

Jos yhtendisessd yksinkertaisessa tasograafissa on n solmua (n > 3) jam
sdrmdd, niin
m<3n—6.

Lause 4.10
Jos yhtendisessd yksinkertaisessa tasograafissa on n solmua (n > 3) ja m
sdrmdd ja graafissa ei ole kolmen sdrmdn pituisia silmukoita, niin

m<2n—4.

Lause 4.11
Gradfit Ks ja Kj 5 eivdt ole tasograafeja.
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Lause 4.9
Jos yhtendisessd yksinkertaisessa tasograafissa on n solmua (n > 3) jam
sdrmdd, niin

m<3n—6.

Lause 4.10
Jos yhtendisessd yksinkertaisessa tasograafissa on n solmua (n > 3) ja m
sdrmdd ja graafissa ei ole kolmen sdrmdn pituisia silmukoita, niin

m<2n—4.

Lause 4.11
Gradfit Ks ja Kj 5 eivdt ole tasograafeja.

Useat graafit, jotka eivét ole tasograafeja, voidaan piirtda toruksen
("donitsi”) pinnalle. Téllaisia graafeja ovat esimerkiksi K5 ja K3 5.
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Lause 4.12
Yksinkertaisessa tasograafissa on ainakin yksi solmu, jonka aste on
korkeintaan 5.
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Lause 4.12
Yksinkertaisessa tasograafissa on ainakin yksi solmu, jonka aste on
korkeintaan 5.

Lauseen 4.12 perusteella taydellinen graafi K, ei ole tasograafi, kun n > 6,
tdydellinen kaksijakoinen graafi K, , ei ole tasograafi, kun m,n > 6.
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Lause 4.12
Yksinkertaisessa tasograafissa on ainakin yksi solmu, jonka aste on
korkeintaan 5.

Lauseen 4.12 perusteella taydellinen graafi K, ei ole tasograafi, kun n > 6,
tdydellinen kaksijakoinen graafi K, , ei ole tasograafi, kun m,n > 6.

Lause 4.13
Graafi on tasograafi tasmadlleen silloin, kun silld ei ole aligraafia, joka olisi
kutistettavissa graafiksi K5 tai K .
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Lause 4.12
Yksinkertaisessa tasograafissa on ainakin yksi solmu, jonka aste on
korkeintaan 5.

Lauseen 4.12 perusteella taydellinen graafi K, ei ole tasograafi, kun n > 6,
tdydellinen kaksijakoinen graafi K, , ei ole tasograafi, kun m,n > 6.

Lause 4.13
Graafi on tasograafi tasmadlleen silloin, kun silld ei ole aligraafia, joka olisi
kutistettavissa graafiksi K5 tai K .

Esimerkki 4.4
Lauseen 4.13 perusteella kaikki tdydellisen graafin Ky aidot aligraafit ovat
tasograafeja.
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Esimerkki 4.5
Kuvan 4.10 Petersenin graafi ei ole tasograafi, silla kutistamalla sdrmat e,
e,, €3, €, ja e saadaan K.

Vi

Kuva 4.10. Petersenin graafi.
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Miaritelma 4.6

Jos graafin jonkin solmun asteluku on 2, solmuun tulevien sdrmien sanotaan
olevan sarjassa. Olkoot e; = {u, v} ja e, = {v,w} sarjassa. Tall6in solmun v
poistoa ja sdrmien e, ja e, korvaamista yhdelld sdrmaélld {u, w} sanotaan
sarjan lyhentdmiseksi. Jos taas sdrmédan {u, w} lisatdan uusi solmu v, jolloin
sarmé {u, w} korvataan sarmilla {u, v} ja {v,w}, puhutaan sarjan
pidentdmisestd.
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Miaritelma 4.6

Jos graafin jonkin solmun asteluku on 2, solmuun tulevien sdrmien sanotaan
olevan sarjassa. Olkoot e; = {u, v} ja e, = {v,w} sarjassa. Tall6in solmun v
poistoa ja sdrmien e, ja e, korvaamista yhdelld sdrmaélld {u, w} sanotaan
sarjan lyhentdmiseksi. Jos taas sdrmédan {u, w} lisatdan uusi solmu v, jolloin
sarmé {u, w} korvataan sarmilla {u, v} ja {v,w}, puhutaan sarjan
pidentdmisestd.

Miaritelma 4.7
Kaksi graafia ovat homeomorfisia, jos ne ovat isomorfisia tai ne voidaan
tehda isomorfisiksi perdkkaisilla sarjan lyhentdmisilla ja pidentamisilla.
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Esimerkki 4.6

Kuvan 4.11 graafit G ja H ovat homeomorfiset, silla lyhentdmalla
graafista H pois ensin vs ja sitten v;, v, ja v; saadaan graafi, joka on
isomorfinen graafin G kanssa.

G: b
a c

Kuva 4.11. Homeomorfiset graafit G ja H.
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Lause 4.14 (Kuratowskin lause)
Graafi on tasograafi tasmdlleen silloin, kun silld ei ole aligraafia, joka olisi
homeomorfinen graafin K; tai K3 3 kanssa.
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4.4 Graafin varittiaminen

Graafin varitysongelmaan tormataan useissa eri yhteyksissd. Ehkéa klassisin
varitysongelma on kartan eri alueiden (esimerkiksi valtioiden) varittdiminen
eri véareilld niin, ettd vierekkiiset alueet ovat aina eri variset.
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4.4 Graafin varittiaminen

Graafin varitysongelmaan tormataan useissa eri yhteyksissd. Ehkéa klassisin
varitysongelma on kartan eri alueiden (esimerkiksi valtioiden) varittdiminen
eri véareilld niin, ettd vierekkiiset alueet ovat aina eri variset.

Maaéritelma 4.8

Graafin vdrittdmiselld tarkoitetaan varien liittAmistéd graafin solmuihin niin,
ettd vierussolmut ovat aina erivariset (solmua ei téalldin pideta itsensa
vierussolmuna).
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4.4 Graafin varittiaminen

Graafin varitysongelmaan tormataan useissa eri yhteyksissd. Ehkéa klassisin
varitysongelma on kartan eri alueiden (esimerkiksi valtioiden) varittdiminen
eri véareilld niin, ettd vierekkiiset alueet ovat aina eri variset.

Maaéritelma 4.8

Graafin vdrittdmiselld tarkoitetaan varien liittAmistéd graafin solmuihin niin,
ettd vierussolmut ovat aina erivariset (solmua ei téalldin pideta itsensa
vierussolmuna).

Miaritelma 4.9
Graafin G vdriluku y(G) on pienin méara vérejd, joka tarvitaan graafin
varittamiseen.
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Esimerkki 4.7
Kuvan 4.12 graafien véariluvut ovat y(G,) =3, y(G,) =2ja y(G;) = 4.

G;: G,: Gs:

Kuva 4.12. Graafit G,, G, ja G5.
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Esimerkki 4.8

Graafin varittdmista voidaan kayttaa esimerkiksi tenttipdivien valitsemiseen
niin, ettd kukaan ei joudu kahteen tenttiin samana paivana. Olkoot kurssit
graafin solmuja ja tulkitaan sdrmien tarkoittavan, etta kursseilla on yhteisia

opiskelijoita. Koska kuvan 4.13 graafin

Graafiteoria

variluku on kolme, tiedimme, etta (keltainen)

kolme tenttipdivaa riittda siihen, ettad
kukaan ei joudu kahteen tenttiin

samana paivana.

Algebra
(punainen)

Analyysi 11
(punainen)

Ohjelmoinnin
tekniikka Lineaarialgebrall
(sininen) (keltainen)

Kuva 4.13. Joitakin kursseja yhdistava graafi.
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Lause 4.15
Jos G on yksinkertainen graafi, niin y(G) < A(G) + 1.
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Lause 4.15
Jos G on yksinkertainen graafi, niin y(G) < A(G) + 1.

Esimerkki 4.9
Taydellisen graafin K|, vérittdmiseen tarvitaan A(K,,) + 1 = n véri4, silla
kukin solmu on jokaisen muun solmun vierussolmu.

192



Lause 4.15
Jos G on yksinkertainen graafi, niin y(G) < A(G) + 1.

Esimerkki 4.9
Taydellisen graafin K|, vérittdmiseen tarvitaan A(K,,) + 1 = n véri4, silla
kukin solmu on jokaisen muun solmun vierussolmu.

Esimerkki 4.10

Parittomanpituisen silmukan C,;,; (k € Z,) vérittimiseen tarvitaan
A(C,,41) + 1 =3 vdria. Sen sijaan parillisenpituisen silmukan C,
varittdmiseen riittda kaksi varia.
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Lause 4.16
Olkoon G yhtendinen yksinkertainen graafi. Jos G ei ole parittoman pituinen
silmukka tai tdydellinen graafi, niin

2(G) < A(G).
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Lause 4.16
Olkoon G yhtendinen yksinkertainen graafi. Jos G ei ole parittoman pituinen
silmukka tai tdydellinen graafi, niin

2(G) < A(G).

Lause 4.17 (Nelivirilause)
Kunkin tasograafin vdriluku on korkeintaan neljd.
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Lause 4.16
Olkoon G yhtendinen yksinkertainen graafi. Jos G ei ole parittoman pituinen
silmukka tai tdydellinen graafi, niin

1(G) < A(G).
Lause 4.17 (Nelivirilause)
Kunkin tasograafin vdriluku on korkeintaan neljd.

Muiden kuin tasograafien vériluvulle ei ole yldrajaa. Esimerkiksi taydellisen
graafin K, vériluku on sama kuin graafin K, solmujen lukumaéré n.
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