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4.1 Eulerin graafi

Eulerin graafien tarkastelun alkuna ja itse asiassa koko graafiteorian alkuna
oli ns. Königsbergin siltaongelma (ks. esimerkki 4.2): onko mahdollista
lähteä jostakin paikasta ja palata takaisin lähtöpaikkaan niin, että on
kulkenut jokaisen sillan kautta täsmälleen kerran. Euler julkaisi tämän
ongelman ratkaisun vuonna 1736.

Määritelmä 4.1
Graafin polku (piiri) on Eulerin polku (piiri), jos se sisältää graafin jokaisen
särmän täsmälleen kerran. Yhtenäinen epätriviaali graafi on Eulerin graafi,
jos siinä on Eulerin piiri.
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Esimerkki 4.1
Kuvan 4.1 graafissa on esimerkiksi Eulerin piiri p: v5, v6, v1, v5, v2, v1, v4, v3,
v2, v4, v5.
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Kuva 4.1. Graafissa G on Eulerin piiri p.

Eulerin polku tai piiri on aina yksinkertainen, koska siinä ei ole samaa
särmää kahdesti.
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Lause 4.1
Olkoon G jokin yhtenäinen epätriviaali graafi. Tällöin seuraavat väitteet ovat
yhtäpitäviä.

1. Graafi G on Eulerin graafi.

2. Graafin G jokaisen solmun aste on parillinen.
3. Graafi G on joidenkin särmiltään erillisten silmukoiden yhdiste.
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Esimerkki 4.2 (Königsbergin sillat)
Königsbergin kaupunki Preussissa (nyk. Kaliningrad Venäjällä) on
jakaantunut neljään osaan. Königsbergissä oli 1700-luvulla seitsemän siltaa.
Kaupunkilaiset yrittivät löytää sunnuntaikävelyllä kotiovelta kotiovelle
vievän reitin, joka kulkee jokaisen sillan ylitse täsmälleen kerran. Euler
osoitti, että se on mahdotonta muodostamalla Königsbergin siltoja vastaavan
graafin, jossa yhtenäiset maa-alueet ovat solmuja ja sillat särmiä. Tämä graafi
ei ole Eulerin graafi.

v1 v3

v2

v4

G:

Kuva 4.2. Königsbergin sillat ja siltoja vastaava multigraafi G.
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Seuraava lause seuraa suoraan lauseesta 4.1.

Lause 4.2
Jokainen Eulerin graafin solmu kuuluu johonkin silmukkaan.

Seuraavaksi tarkastelemme, kuinka monella kynänvedolla graafi voidaan
piirtää, jos sen paritonasteisten solmujen lukumäärä tiedetään.

Lause 4.3
Olkoon G = (V, E) yhtenäinen graafi, jossa on 2k (k ≥ 1) paritonasteista
solmua. Tällöin E voidaan jakaa epätyhjiin erillisiin osajoukkoihin E1, E2,
. . . , Ek siten, että jokainen joukoista E1, E2, . . . , Ek muodostaa graafin G
yksinkertaisen polun.
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Esimerkki 4.3
Kuvan 4.3 graafissa G on neljä paritonasteista solmua. Näin ollen graafin
särmäjoukko voidaan jakaa kahteen epätyhjään joukkoon, joista kumpikin
muodostaa graafin G yksinkertaisen polun (esimerkiksi polut p1 ja p2).
Kuvan 4.3 solmut w1 ja w2 ovat lauseen 4.3 todistuksessa käytettäviä
solmuja.

w1 w2

u 2u 1

v1 v2

u 1 u 2

v1 v2

u 2u 1

v1 v2

polku p polku p
21

G:

Kuva 4.3. Graafi G ja kaksi sen yksinkertaista polkua.

172



Lauseen 4.3 osajoukkoihin jako ei kuitenkaan ole välttämättä
yksikäsitteinen.

Lause 4.4
Yhtenäisessä graafissa G on Eulerin polku, muttei Eulerin piiriä täsmälleen
silloin, kun täsmälleen kahden graafin G solmun aste on pariton.

v1 v3

v4v5

v2
G:

Kuva 4.4. Graafi G, jossa on Eulerin polku muttei Eulerin piiriä.
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Lauseen 4.3 osajoukkoihin jako ei kuitenkaan ole välttämättä
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4.2 Hamiltonin graafi
Hamiltonin graafi on saanut nimensä irlantilaisen matemaatikon William
Rowan Hamiltonin 1857 esittelemästä tehtävästä. Tehtävänä oli kiertää
dodekaedrin kärjet särmiä pitkin niin,
että käydään jokaisessa kärjessä vain
kerran. Tämä tehtävä antoi nimen
kaikille sellaisille graafeille, joista
löytyy suora polku tai silmukka,
jossa on kaikki graafin solmut.

Kuva 4.5. Dodekaedri piirrettynä tasoon.
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Määritelmä 4.2
Graafin polku (piiri, silmukka) on Hamiltonin polku (piiri, silmukka), jos se
sisältää graafin jokaisen solmun täsmälleen kerran. Graafi on Hamiltonin
graafi, jos siinä on Hamiltonin piiri.
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v1 v3

v5 v4
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2 3
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p:

Kuva 4.6. Graafissa G on Hamiltonin piiri p.
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Vähintään kolmisolmuisessa graafissa Hamiltonin piiri on aina myös
Hamiltonin silmukka.

Ei ole tiedossa yksinkertaista välttämätöntä ja riittävää ehtoa sille, että
graafi olisi Hamiltonin graafi. Sen sijaan tunnetaan kylläkin useita
välttämättömiä ja useita riittäviä ehtoja. Välttämättömiä ehtoja ovat mm.
seuraavat. Vähintään kolmisolmuisessa Hamiltonin graafissa ei ole
loppusolmuja eikä irrotussolmuja ja kaksijakoisen Hamiltonin graafin
kummassakin solmujoukossa on yhtä monta solmua.

Seuraavaksi esitetään muutama riittävä ehto Hamiltonin graafille.
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Lause 4.5
Olkoon G yksinkertainen n-solmuinen graafi, jonka solmut on järjestetty niin,
että

deg(v1)≤ deg(v2)≤ · · · ≤ deg(vn).

Jos tällöin

(1) deg(vn−k)≥ n− k aina, kun deg(vk)≤ k < n/2,

niin G on Hamiltonin graafi.
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Lause 4.6
Olkoon G = (V, E) yksinkertainen n-solmuinen (n≥ 3) graafi, jonka solmut on
järjestetty niin, että

deg(v1)≤ deg(v2)≤ · · · ≤ deg(vn).

Tällöin G on Hamiltonin graafi, jos jokin seuraavista ehdoista on voimassa.
1. δ(G)≥ n/2.

2. deg(u) + deg(v)≥ n aina, kun u, v ∈ V ja {u, v} /∈ E.
3. deg(vk)> k aina, kun 1≤ k < n/2.
4. deg(v j) + deg(vk)≥ n aina, kun j < k, deg(v j)≤ j ja deg(vk)≤ k− 1.
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4.3 Tasograafi
Graafeja piirrettäessä tavoitteena on tietenkin esityksen selkeys. Yksi
selkeyttä haittaava piirre on, että särmät leikkaavat toisiaan. Näin ollen
graafin esittämisen kannalta on eduksi, jos graafi voidaan piirtää niin, että
mitkään graafin särmät eivät leikkaa toisiaan.

Määritelmä 4.3
Tasograafi on graafi, joka voidaan piirtää tasoon niin, että mitkään graafin
särmät eivät leikkaa toisiaan. Esitystä, jossa tasograafi piirretään niin, että
särmät eivät leikkaa, sanotaan graafin tasoesitykseksi.

P1 : P2 :G:

Kuva 4.7. Graafi G ja graafin G tasoesitykset P1 ja P2.
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Lause 4.7
Jokaisella yksinkertaisella tasograafilla on tasoesitys, jossa kaikki särmät
voidaan piirtää suorina viivoina.

Määritelmä 4.4
Tasograafin tasoesitys jakaa tason alueisiin.
Aluetta reunustavien särmien lukumäärä
on alueen aste (deg(·)) (sillat lasketaan
mukaan kahteen kertaan).
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3

3
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8

G:

Kuva 4.8. Graafi G ja graafin G alueiden asteet.
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Tasograafin alueista yksi on ääretön, muut äärellisiä. Stereograafisen
projektion avulla voidaan osoittaa, että graafi on esitettävissä tasossa
täsmälleen silloin, kun se on esitettävissä pallon pinnalla. Pallon pinnalla
kaikki alueet ovat äärellisiä. Koska projektiossa napa voidaan valita
vapaasti, tasograafi voidaan aina esittää tasossa siten, että mikä tahansa
etukäteen valittu alue on ääretön.

v1 v2

v3 v4

f 1

f 2

f 3

v3

v1

v2

v4

f 3
f 1

f 2v4v3

v2

f 1 v1

f 2

f 3

Kuva 4.9. Graafin kolme eri tasoesitystä. Kussakin esityksessä eri alue on
ääretön.

181



Määritelmä 4.5
Tasograafin äärellisiä alueita reunustavia silmukoita sanotaan graafin silmiksi.

Lause 4.8 (Eulerin kaava)
Jos yhtenäisessä tasograafissa on n solmua, m särmää ja r aluetta, niin

n−m+ r = 2.

Eulerin kaavan avulla voidaan joissakin tapauksissa todistaa ylärajoja
tasograafin särmien lukumäärälle, kun solmujen lukumäärä tiedetään.
Näitä tuloksia voidaan käyttää esimerkiksi sen osoittamiseen, että jokin
tietty graafi ei ole tasograafi.
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Lause 4.9
Jos yhtenäisessä yksinkertaisessa tasograafissa on n solmua (n≥ 3) ja m
särmää, niin

m≤ 3n− 6.

Lause 4.10
Jos yhtenäisessä yksinkertaisessa tasograafissa on n solmua (n≥ 3) ja m
särmää ja graafissa ei ole kolmen särmän pituisia silmukoita, niin

m≤ 2n− 4.

Lause 4.11
Graafit K5 ja K3,3 eivät ole tasograafeja.

Useat graafit, jotka eivät ole tasograafeja, voidaan piirtää toruksen
(”donitsi”) pinnalle. Tällaisia graafeja ovat esimerkiksi K5 ja K3,3.
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Lause 4.12
Yksinkertaisessa tasograafissa on ainakin yksi solmu, jonka aste on
korkeintaan 5.

Lauseen 4.12 perusteella täydellinen graafi Kn ei ole tasograafi, kun n≥ 6,
täydellinen kaksijakoinen graafi Km,n ei ole tasograafi, kun m, n≥ 6.

Lause 4.13
Graafi on tasograafi täsmälleen silloin, kun sillä ei ole aligraafia, joka olisi
kutistettavissa graafiksi K5 tai K3,3.

Esimerkki 4.4
Lauseen 4.13 perusteella kaikki täydellisen graafin K5 aidot aligraafit ovat
tasograafeja.
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Esimerkki 4.5
Kuvan 4.10 Petersenin graafi ei ole tasograafi, sillä kutistamalla särmät e1,
e2, e3, e4 ja e5 saadaan K5.

v1

v2

v3v4

v5

v6

v7

v8v9

v10

e3

e5

e1

e2

e4

Kuva 4.10. Petersenin graafi.
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Määritelmä 4.6
Jos graafin jonkin solmun asteluku on 2, solmuun tulevien särmien sanotaan
olevan sarjassa. Olkoot e1 = {u, v} ja e2 = {v, w} sarjassa. Tällöin solmun v
poistoa ja särmien e1 ja e2 korvaamista yhdellä särmällä {u, w} sanotaan
sarjan lyhentämiseksi. Jos taas särmään {u, w} lisätään uusi solmu v, jolloin
särmä {u, w} korvataan särmillä {u, v} ja {v, w}, puhutaan sarjan
pidentämisestä.

Määritelmä 4.7
Kaksi graafia ovat homeomorfisia, jos ne ovat isomorfisia tai ne voidaan
tehdä isomorfisiksi peräkkäisillä sarjan lyhentämisillä ja pidentämisillä.
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Esimerkki 4.6
Kuvan 4.11 graafit G ja H ovat homeomorfiset, sillä lyhentämällä
graafista H pois ensin v5 ja sitten v1, v2 ja v3 saadaan graafi, joka on
isomorfinen graafin G kanssa.

a
b

c

d

G:

e

v1

v2

v3

v4v5

v6

v7

v8

v9

H:

Kuva 4.11. Homeomorfiset graafit G ja H.
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Lause 4.14 (Kuratowskin lause)
Graafi on tasograafi täsmälleen silloin, kun sillä ei ole aligraafia, joka olisi
homeomorfinen graafin K5 tai K3,3 kanssa.
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4.4 Graafin värittäminen

Graafin väritysongelmaan törmätään useissa eri yhteyksissä. Ehkä klassisin
väritysongelma on kartan eri alueiden (esimerkiksi valtioiden) värittäminen
eri väreillä niin, että vierekkäiset alueet ovat aina eri väriset.

Määritelmä 4.8
Graafin värittämisellä tarkoitetaan värien liittämistä graafin solmuihin niin,
että vierussolmut ovat aina eriväriset (solmua ei tällöin pidetä itsensä
vierussolmuna).

Määritelmä 4.9
Graafin G väriluku χ(G) on pienin määrä värejä, joka tarvitaan graafin
värittämiseen.
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Esimerkki 4.7
Kuvan 4.12 graafien väriluvut ovat χ(G1) = 3, χ(G2) = 2 ja χ(G3) = 4.

G1 : G3 ::G2

Kuva 4.12. Graafit G1, G2 ja G3.
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Esimerkki 4.8
Graafin värittämistä voidaan käyttää esimerkiksi tenttipäivien valitsemiseen
niin, että kukaan ei joudu kahteen tenttiin samana päivänä. Olkoot kurssit
graafin solmuja ja tulkitaan särmien tarkoittavan, että kursseilla on yhteisiä
opiskelijoita. Koska kuvan 4.13 graafin
väriluku on kolme, tiedämme, että
kolme tenttipäivää riittää siihen, että
kukaan ei joudu kahteen tenttiin
samana päivänä.

(punainen)

tekniikka Lineaarialgebra I
(keltainen)

(punainen)
Analyysi II

(sininen)

Ohjelmoinnin

Graafiteoria
(keltainen)

Algebra

Kuva 4.13. Joitakin kursseja yhdistävä graafi.
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Lause 4.15
Jos G on yksinkertainen graafi, niin χ(G)≤∆(G) + 1.

Esimerkki 4.9
Täydellisen graafin Kn värittämiseen tarvitaan ∆(Kn) + 1= n väriä, sillä
kukin solmu on jokaisen muun solmun vierussolmu.

Esimerkki 4.10
Parittomanpituisen silmukan C2k+1 (k ∈ Z+) värittämiseen tarvitaan
∆(C2n+1) + 1= 3 väriä. Sen sijaan parillisenpituisen silmukan C2k

värittämiseen riittää kaksi väriä.

192



Lause 4.15
Jos G on yksinkertainen graafi, niin χ(G)≤∆(G) + 1.

Esimerkki 4.9
Täydellisen graafin Kn värittämiseen tarvitaan ∆(Kn) + 1= n väriä, sillä
kukin solmu on jokaisen muun solmun vierussolmu.

Esimerkki 4.10
Parittomanpituisen silmukan C2k+1 (k ∈ Z+) värittämiseen tarvitaan
∆(C2n+1) + 1= 3 väriä. Sen sijaan parillisenpituisen silmukan C2k

värittämiseen riittää kaksi väriä.

192



Lause 4.15
Jos G on yksinkertainen graafi, niin χ(G)≤∆(G) + 1.

Esimerkki 4.9
Täydellisen graafin Kn värittämiseen tarvitaan ∆(Kn) + 1= n väriä, sillä
kukin solmu on jokaisen muun solmun vierussolmu.

Esimerkki 4.10
Parittomanpituisen silmukan C2k+1 (k ∈ Z+) värittämiseen tarvitaan
∆(C2n+1) + 1= 3 väriä. Sen sijaan parillisenpituisen silmukan C2k

värittämiseen riittää kaksi väriä.

192



Lause 4.16
Olkoon G yhtenäinen yksinkertainen graafi. Jos G ei ole parittoman pituinen
silmukka tai täydellinen graafi, niin

χ(G)≤∆(G).

Lause 4.17 (Nelivärilause)
Kunkin tasograafin väriluku on korkeintaan neljä.

Muiden kuin tasograafien väriluvulle ei ole ylärajaa. Esimerkiksi täydellisen
graafin Kn väriluku on sama kuin graafin Kn solmujen lukumäärä n.
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