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3.1 Puu

Tassa luvussa tarkastellaan yhtendisia silmukattomia graafeja eli puita.

Miaritelma 3.1
Puu on suuntaamaton yhtendinen silmukaton graafi. Jos puu on graafin G
aligraafi, kyseessa on graafin G alipuu.
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3.1 Puu

Tassa luvussa tarkastellaan yhtendisia silmukattomia graafeja eli puita.

Miaritelma 3.1
Puu on suuntaamaton yhtendinen silmukaton graafi. Jos puu on graafin G
aligraafi, kyseessa on graafin G alipuu.

Esimerkki 3.1

Kuvassa 3.1 on muutamia puita. Kuvassa 3.2 taas on pari esimerkkia
orgaanisesta kemiasta, jossa avoketjuisia hiilivetyjd mallinnetaan puiden
avulla.
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Kuva 3.1. Esimerkkeja puista.
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Kuva 3.2. Metaani- ja etaanimolekyylien rakennekaavat.
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Todistamme ensiksi, ettd n-solmuisessa puussa on n — 1 sdrmaa ja
m-sdrmaisessd puussa vastaavasti m + 1 solmua.
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Todistamme ensiksi, ettd n-solmuisessa puussa on n — 1 sdrmaa ja
m-sdrmaisessd puussa vastaavasti m + 1 solmua.

Lause 3.1
Puun kahden solmun vdlilld on tdsmdlleen yksi suora polku
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Todistamme ensiksi, ettd n-solmuisessa puussa on n — 1 sdrmaa ja
m-sdrmaisessd puussa vastaavasti m + 1 solmua.

Lause 3.1
Puun kahden solmun vdlilld on tdsmdlleen yksi suora polku

Lause 3.2
Jos puussa on n solmua ja m sdarmdd, niitn m =n— 1.
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Todistamme ensiksi, ettd n-solmuisessa puussa on n — 1 sdrmaa ja
m-sdrmaisessd puussa vastaavasti m + 1 solmua.

Lause 3.1
Puun kahden solmun vdlilld on tdsmdlleen yksi suora polku

Lause 3.2
Jos puussa on n solmua ja m sdarmdd, niitn m =n— 1.

Lause 3.3
Olkoon G silmukaton (n — 1)-sdrmdinen graafi, jossa on korkeintaan n
solmua. Talléin G on puu, jossa on n solmua.
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Lause 3.4
Olkoon G jokin n-solmuinen m-sdrmdinen graafi. Talloin seuraavat vditteet
ovat yhtdpitavid.

1. Graafi G on puu.
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Lause 3.4
Olkoon G jokin n-solmuinen m-sdrmdinen graafi. Talloin seuraavat vditteet
ovat yhtdpitavid.

1. Graafi G on puu.

2. Graafin G jokaisen kahden solmun vililld on tdsmadilleen yksi suora polku
eikd graafissa G ole luuppeja.
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Lause 3.4
Olkoon G jokin n-solmuinen m-sdrmdinen graafi. Talloin seuraavat vditteet
ovat yhtdpitavid.

1. Graafi G on puu.

2. Graafin G jokaisen kahden solmun vililld on tdsmadilleen yksi suora polku
eikd graafissa G ole luuppeja.

3. Graafi G on yhtendinen jam=n—1.
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Lause 3.4
Olkoon G jokin n-solmuinen m-sdrmdinen graafi. Talloin seuraavat vditteet
ovat yhtdpitavid.

1. Graafi G on puu.

2. Graafin G jokaisen kahden solmun vililld on tdsmadilleen yksi suora polku
eikd graafissa G ole luuppeja.

3. Graafi G on yhtendinen jam=n—1.

4. Graafi G on silmukaton ja m =n—1.
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Lause 3.4
Olkoon G jokin n-solmuinen m-sdrmdinen graafi. Talloin seuraavat vditteet

ovat yhtdpitavid.
1. Graafi G on puu.
2. Graafin G jokaisen kahden solmun vililld on tdsmadilleen yksi suora polku
eikd graafissa G ole luuppeja.
3. Graafi G on yhtendinen jam=n—1.
4. Graafi G on silmukaton ja m =n—1.
5. Graafi G on silmukaton ja lisddmadlld graafiin G mikd tahansa uusi

sdrmd saadaan graafi, jossa on tdsmdlleen yksi silmukka.
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Lause 3.4
Olkoon G jokin n-solmuinen m-sdrmdinen graafi. Talloin seuraavat vditteet
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Lause 3.4
Olkoon G jokin n-solmuinen m-sdrmdinen graafi. Talloin seuraavat vditteet
ovat yhtdpitavid.

1.

Graafi G on puu.

2. Graafin G jokaisen kahden solmun vililld on tdsmadilleen yksi suora polku
eikd graafissa G ole luuppeja.
3. Graafi G on yhtendinen jam=n—1.
4. Graafi G on silmukaton ja m =n—1.
5. Graafi G on silmukaton ja lisddmadlld graafiin G mikd tahansa uusi
sdrmd saadaan graafi, jossa on tdsmdlleen yksi silmukka.
Lause 3.5

Vdhintddn kaksisolmuisessa puussa on ainakin kaksi loppusolmua.
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Lause 3.4
Olkoon G jokin n-solmuinen m-sdrmdinen graafi. Talloin seuraavat vditteet
ovat yhtdpitavid.

1.

Graafi G on puu.

2. Graafin G jokaisen kahden solmun vililld on tdsmadilleen yksi suora polku
eikd graafissa G ole luuppeja.
3. Graafi G on yhtendinen jam=n—1.
4. Graafi G on silmukaton ja m =n—1.
5. Graafi G on silmukaton ja lisddmadlld graafiin G mikd tahansa uusi
sdrmd saadaan graafi, jossa on tdsmdlleen yksi silmukka.
Lause 3.5

Vdhintddn kaksisolmuisessa puussa on ainakin kaksi loppusolmua.

Lause 3.5 voidaan todistaa my0s osoittamalla, ettd puussa ei-irrotussolmut
ovat loppusolmuja. (Totea.)
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3.2 Virittava puu

Maédaritelméan 1.25 mukaan aligraafi, jossa on kaikki graafin solmut, on
virittava aligraafi. Virittdva puu on tdméin erikoistapaus.

Madaritelma 3.2

Graafin G virittdvd puu on graafin G alipuu, joka sisiltaa kaikki graafin G
solmut. Jos T on graafin G virittdva puu, niin T* = G — T on graafin G
virittdvd vastapuu. Virittdvan puun sarmid sanotaan myos oksiksi ja
virittdvan vastapuun sarmia siteiksi tai kaariksi.
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Kuva 3.3. Graafin G virittévat puut T, ja T, seka virittédvét vastapuut T} ja T,

Kaikilla graafeilla ei ole virittdvaa puuta (ks. lause 3.9). Toisaalta graafilla voi
olla useita virittavia puita (ks. kuva 3.3). Virittdva vastapuu ei yleensé ole puu.
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Lause 3.6
Olkoon H jonkin n-solmuisen graafin G jokin n-solmuinen ja m-sdrmdinen
aligraafi. Tdlloin seuraavat vditteet ovat yhtdpitdvid.

1. Graafi H on graafin G virittdvd puu.
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Lause 3.6
Olkoon H jonkin n-solmuisen graafin G jokin n-solmuinen ja m-sdrmdinen
aligraafi. Tdlloin seuraavat vditteet ovat yhtdpitdvid.

1. Graafi H on graafin G virittdvd puu.

2. Graafin H jokaisen kahden solmun vililld on tdsmdilleen yksi suora polku
eikd graafissa H ole luuppeja.
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Lause 3.6
Olkoon H jonkin n-solmuisen graafin G jokin n-solmuinen ja m-sdrmdinen
aligraafi. Tdlloin seuraavat vditteet ovat yhtdpitdvid.

1. Graafi H on graafin G virittdvd puu.

2. Graafin H jokaisen kahden solmun vililld on tdsmdilleen yksi suora polku
eikd graafissa H ole luuppeja.

3. Graafi H on yhtendinen ja m =n—1.
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Lause 3.6
Olkoon H jonkin n-solmuisen graafin G jokin n-solmuinen ja m-sdrmdinen
aligraafi. Tdlloin seuraavat vditteet ovat yhtdpitdvid.

1. Graafi H on graafin G virittdvd puu.

2. Graafin H jokaisen kahden solmun vililld on tdsmdilleen yksi suora polku
eikd graafissa H ole luuppeja.

3. Graafi H on yhtendinen ja m =n—1.
4. Graafi H on silmukaton ja m =n— 1.
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Lause 3.6
Olkoon H jonkin n-solmuisen graafin G jokin n-solmuinen ja m-sdrmdinen
aligraafi. Tdlloin seuraavat vditteet ovat yhtdpitdvid.

1.
2.

Graafi H on graafin G virittdvd puu.

Graafin H jokaisen kahden solmun vdlilld on tdsmadlleen yksi suora polku
eikd graafissa H ole luuppeja.

Graafi H on yhtendinen ja m =n— 1.
Graafi H on silmukaton jam=n—1.

Graafi H on silmukaton ja lisddmdlld graafiin H mikd tahansa uusi
sdrmd saadaan graafi, jossa on tdsmdlleen yksi silmukka.
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Lause 3.6
Olkoon H jonkin n-solmuisen graafin G jokin n-solmuinen ja m-sdrmdinen
aligraafi. Tdlloin seuraavat vditteet ovat yhtdpitdvid.

1.
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Lause 3.6
Olkoon H jonkin n-solmuisen graafin G jokin n-solmuinen ja m-sdrmdinen
aligraafi. Tdlloin seuraavat vditteet ovat yhtdpitdvid.

1.
2.

Graafi H on graafin G virittdvd puu.

Graafin H jokaisen kahden solmun vdlilld on tdsmadlleen yksi suora polku
eikd graafissa H ole luuppeja.

Graafi H on yhtendinen ja m =n— 1.
Graafi H on silmukaton jam=n—1.

Graafi H on silmukaton ja lisddmdlld graafiin H mikd tahansa uusi
sdrmd saadaan graafi, jossa on tdsmdlleen yksi silmukka.

Koska (n — 1)-sdrmaisessa, silmukattomassa ja yhtendisessa graafissa on n
solmua, lauseen 3.6 kohdista 3 ja 4 seuraa edelleen seuraava lause.
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Lause 3.7
Olkoon G jokin n-solmuinen graafi. Talloin graafin G aligraafi H on graafin G

virittdvd puu tdsmadlleen silloin, kun graafissa H on n — 1 sdrmdd ja H on
yhtendinen sekd silmukaton.
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Lause 3.7

Olkoon G jokin n-solmuinen graafi. Talloin graafin G aligraafi H on graafin G
virittdvd puu tdsmadlleen silloin, kun graafissa H on n — 1 sdrmdd ja H on
yhtendinen sekd silmukaton.

Virittdvan puun méaaritelmin ja edelld olevien lauseiden perusteella
n-solmuisen graafin G aligraafi H on graafin G virittdva puu, jos graafilla H
on jotkin kolme seuraavasta neljastd ominaisuudesta.

1. Graafissa H on n solmua.

2. Graafi H on yhtendinen.

3. Graafissa H on n — 1 sdrmaa.
4. Graafi H on silmukaton.



Lause 3.7

Olkoon G jokin n-solmuinen graafi. Talloin graafin G aligraafi H on graafin G
virittdvd puu tdsmadlleen silloin, kun graafissa H on n — 1 sdrmdd ja H on
yhtendinen sekd silmukaton.

Virittdvan puun méaaritelmin ja edelld olevien lauseiden perusteella
n-solmuisen graafin G aligraafi H on graafin G virittdva puu, jos graafilla H
on jotkin kolme seuraavasta neljastd ominaisuudesta.

1.

Graafissa H on n solmua.

2. Graafi H on yhtendinen.
3.
4. Graafi H on silmukaton.

Graafissa H on n— 1 sarmaa.

Itse asiassa pelkdstddn ominaisuudet 3 ja 4 yhdessa riittdvat takaamaan, etta
aligraafi H on virittava puu.
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Lause 3.8
Olkoon G jokin n-solmuinen graafi. Talloin graafin G aligraafi H on graafin G
virittdvd puu tdsmadlleen silloin, kun graafissa H on n— 1 sdrmdd ja H on

silmukaton.
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Lause 3.8

Olkoon G jokin n-solmuinen graafi. Talloin graafin G aligraafi H on graafin G
virittdvd puu tdsmadlleen silloin, kun graafissa H on n— 1 sdrmdd ja H on
silmukaton.

Lause 3.9
Graafi on yhtendinen tdsmdlleen silloin, kun silld on virittdvd puu.
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Lause 3.8

Olkoon G jokin n-solmuinen graafi. Talloin graafin G aligraafi H on graafin G
virittdvd puu tdsmadlleen silloin, kun graafissa H on n— 1 sdrmdd ja H on
silmukaton.

Lause 3.9
Graafi on yhtendinen tdsmdlleen silloin, kun silld on virittdvd puu.

Lause 3.10

Olkoon G = (V, E) yhtendinen graafi ja F C E. Talléin G — F on epdyhtendinen
tasmadlleen silloin, kun F sisdltdd ainakin yhden sdrmdn jokaisesta graafin G
virittdvdstd puusta.
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Lause 3.8

Olkoon G jokin n-solmuinen graafi. Talloin graafin G aligraafi H on graafin G
virittdvd puu tdsmadlleen silloin, kun graafissa H on n— 1 sdrmdd ja H on
silmukaton.

Lause 3.9
Graafi on yhtendinen tdsmdlleen silloin, kun silld on virittdvd puu.

Lause 3.10

Olkoon G = (V, E) yhtendinen graafi ja F C E. Talléin G — F on epdyhtendinen
tasmadlleen silloin, kun F sisdltdd ainakin yhden sdrmdn jokaisesta graafin G
virittdvdstd puusta.

Lause 3.11
Yhtendisen graafin G aligraafi H on jonkin graafin G virittdvdn puun aligraafi
tdsmadlleen silloin, kun H on silmukaton.
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3.3 Virittavan puun konstruointi

Seuraavaksi esitetddn kolme eri menetelméé annetun yhteniisen graafin
virittdvan puun konstruoimiseksi: silmukoiden poistaminen, syvyyssuuntainen
etsintd ja leveyssuuntainen etsintd.
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3.3 Virittavan puun konstruointi

Seuraavaksi esitetddn kolme eri menetelméé annetun yhteniisen graafin
virittdvan puun konstruoimiseksi: silmukoiden poistaminen, syvyyssuuntainen
etsintd ja leveyssuuntainen etsintd.

Algoritmi 3.1 (Silmukoiden poistaminen)

Virittdvan puun muodostaminen silmukoita poistamalla perustuu
lauseen 3.9 todistukseen. Talloin siis virittdva puu muodostetaan
seuraavasti.

1. Jos (jaljelld olevassa) graafissa ei ole silmukoita, lopetetaan.

2. Muussa tapauksessa valitaan jokin (jéljella olevan) graafin silmukka ja
poistetaan siitd yksi sdrma.

3. Jatketaan kohdasta 1.
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3.3 Virittavan puun konstruointi

Seuraavaksi esitetddn kolme eri menetelmda annetun yhtendisen graafin
virittdvan puun konstruoimiseksi: silmukoiden poistaminen, syvyyssuuntainen
etsintd ja leveyssuuntainen etsintd.

Algoritmi 3.1 (Silmukoiden poistaminen)

Virittdvan puun muodostaminen silmukoita poistamalla perustuu
lauseen 3.9 todistukseen. Talloin siis virittdva puu muodostetaan
seuraavasti.

1. Jos (jaljelld olevassa) graafissa ei ole silmukoita, lopetetaan.

2. Muussa tapauksessa valitaan jokin (jéljelld olevan) graafin silmukka ja
poistetaan siitd yksi sdrma.

3. Jatketaan kohdasta 1.

Tama algoritmi vaatii alirutiinin, jonka avulla etsitdan silmukoita. Se on siksi
raskas toteuttaa ja silld on ldhinné teoreettista mielenkiintoa.
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Poistetaan silmukat: Virittivd puu:

Kuva 3.4. Graafin G virittdvan puun muodostaminen poistamalla silmukat.
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Algoritmi 3.2 (Syvyyssuuntainen etsinté)

Syvyyssuuntaisessa etsinnassa virittdvd puu muodostetaan seuraavasti.

1.
2.

Valitaan aloitussolmu mielivaltaisesti.

Edetidn aloitussolmusta lahtien sdrmid ja solmuja perdkkain lisddmalla
niin pitkélle kuin mahdollista ilman, ettéd syntyy silmukoita.

Jos tarpeen, palataan polulla niin monta solmua taaksepdin, etta
voidaan jatkaa uuteen suuntaan lisddmalla sdrmié ja solmuja perakkain.

Jatketaan menettelya (kohta 3) kunnes kaikki solmut on saavutettu.
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G: v Vaihe 1javaihe 2
Vaihe 3 Vaihe 4

S Ay

Kuva 3.5. Syvyyssuuntainen etsintd. Aloitussolmuna on solmu u.
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Algoritmi 3.3 (Leveyssuuntainen etsinti)
Leveyssuuntaisessa etsinnéssa virittdva puu muodostetaan seuraavasti.
1. Valitaan aloitussolmu mielivaltaisesti.

2. Lisataan kaikki sarmaét, joiden paatesolmuna aloitussolmu on, ja sdrmia
vastaavat toiset padtesolmut, mutta kuitenkin niin, ettd ei synny
silmukoita.

3. Jos tarpeen, toimitaan kunkin lisdtyn solmun osalta kuten kohdassa 2.
4. Jatketaan menettelyd (kohta 3) kunnes kaikki solmut on saavutettu.
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Algoritmi 3.3 (Leveyssuuntainen etsinti)
Leveyssuuntaisessa etsinnéssa virittdva puu muodostetaan seuraavasti.
1. Valitaan aloitussolmu mielivaltaisesti.
2. Lisataan kaikki sarmaét, joiden paatesolmuna aloitussolmu on, ja sdrmia

vastaavat toiset padtesolmut, mutta kuitenkin niin, ettd ei synny
silmukoita.

3. Jos tarpeen, toimitaan kunkin lisdtyn solmun osalta kuten kohdassa 2.
4. Jatketaan menettelyd (kohta 3) kunnes kaikki solmut on saavutettu.

Jos leveyssuuntaisen etsinnédn ldhtograafi on yksinkertainen graafi, ei
kohdassa 2 tarvitse aloitussolmusta lihdettiessa varmistaa, etta silmukoita
ei synny.
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Vaihe 1 Vaihe 2

oc

=

Vaihe 3 Vaihe4 Vaihe5

!

Kuva 3.6. Leveyssuuntainen etsintd. Aloitussolmuna on solmu u.
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Silmukoita poistamalla on mahdollista saada tulokseksi mika tahansa
yksittdinen virittdvd puu. Syvyyssuuntaisella tai leveyssuuntaisella etsinnalla
tdma ei valttdmattad ole mahdollista.

Esimerkki 3.2

Kuvan 3.7 puu T; on graafin G virittdva puu, jota ei ole mahdollista saada
syvyyssuuntaisella etsinnilld, ja T, on graafin G virittdva puu, jota ei ole
mahdollista saada leveyssuuntaisella etsinnalla.

G: T;: T,:

Kuva 3.7. Graafi G ja kaksi graafin G virittavaa puuta.
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3.4 Minimaalinen virittava puu
Painotetun graafin sdrmille on maéritelty paino ja graafin jonkin virittdvan
puun sdrmien painojen summa on pienin. TAmén puun etsiminen on yksi
algoritmisen graafiteorian ongelmista.
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3.4 Minimaalinen virittava puu
Painotetun graafin sdrmille on maéritelty paino ja graafin jonkin virittdvan
puun sdrmien painojen summa on pienin. TAmén puun etsiminen on yksi
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Maiaritelma 3.3
Yhtendisen painotetun graafin minimaalinen virittdvd puu on graafin

virittdva puu, jonka sirmien painojen summa on pienin.
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3.4 Minimaalinen virittava puu
Painotetun graafin sirmille on maéritelty paino ja graafin jonkin virittdvan
puun sdrmien painojen summa on pienin. TAmén puun etsiminen on yksi
algoritmisen graafiteorian ongelmista.

Maiaritelma 3.3
Yhtendisen painotetun graafin minimaalinen virittdvd puu on graafin

virittdva puu, jonka sirmien painojen summa on pienin.

Minimaalinen virittdva puu ei valttdmatta ole yksikasitteinen (ks. kuva 3.8).
G 1 T, 1 T,: 1

2 2

Kuva 3.8. Graafin G minimaaliset virittavat puut T; ja T,.
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Minimaalisen virittdvan puun konstruoimiseen on olemassa kaksi
perusalgoritmia: Primin algoritmi ja Kruskalin algoritmi.
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Minimaalisen virittdvan puun konstruoimiseen on olemassa kaksi
perusalgoritmia: Primin algoritmi ja Kruskalin algoritmi.

Algoritmi 3.4 (Primin algoritmi)
Primin algoritmilla minimaalinen virittdvd puu muodostetaan seuraavasti.
1. Otetaan sdrm4, jonka paino on pienin ja joka ei ole luuppi.

2. Lisatddn pienipainoisin sarma, joka on yhteydessa jo muodostettuun
virittdvan puun osaan ja joka ei synnytd silmukkaa.

3. Jatketaan menettelya (kohta 2) kunnes sdrmid on yksi vihemmaén kuin
alkuperéisen graafin solmuja.
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Vi Q)
1
2 2
v v Vv
3 1 4 5
A 1 Vs
1
2
V3 Vs
Vaihe 3

Vl.—. V2 Vl V2

Vaihel Vaihe 2

Vaihe 4

Kuva 3.9. Graafin G minimaalinen virittdva puu Primin algoritmilla.

145



Algoritmi 3.5 (Kruskalin algoritmi)
Kruskalin algoritmilla minimaalinen virittivd puu muodostetaan
seuraavasti.

1. Otetaan sdrmad, jonka paino on pienin ja joka ei ole luuppi.

2. Lisataan pienipainoisin sdrma4, joka ei synnyta silmukkaa.

3. Jatketaan menettelyd (kohta 2) kunnes sdrmid on yksi vihemmaén kuin
alkuperdisen graafin solmuja.
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Vi Q)

1
2 2
\% % \%
3 1 4 5
vy 1

Vaihe 3

1
Vs

Vaihel Vaihe 2

A 1 Vs
1
1 2

Vg Vy Vg

Vaihe 4

Kuva 3.10. Graafin G minimaalinen virittdva puu Kruskalin algoritmilla.
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Seuraavaksi osoitamme, ettd jokainen pienipainoisin sdrmé kuuluu aina
johonkin minimaaliseen virittdvaan puuhun.
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Seuraavaksi osoitamme, ettd jokainen pienipainoisin sdrmé kuuluu aina
johonkin minimaaliseen virittdvaan puuhun.

Lause 3.12

Jokainen pienipainoisin sdrmd, joka ei ole luuppi, kuuluu painotetun graafin
johonkin minimaaliseen virittdvddn puuhun.
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3.5 Metsa
Seuraavaksi méaaritellddn (virittdvid) metsid ja k-puita eli graafeja, joiden
komponentit ovat puita.

Maiaritelma 3.4
Metsd on suuntaamaton silmukaton graafi. Metsédn aligraafi on metsdn

alimetsd. Jos metsd on graafin G aligraafi, kyseessa on graafin G alimetsa.

Metsad, jossa on k komponenttia, kutsutaan k-puuksi.

G;: Py G,:

Kuva 3.11. Graafi G, on metsd, mutta graafi G, ei ole metsa.
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3.5 Metsa

Seuraavaksi méaaritellddn (virittdvid) metsid ja k-puita eli graafeja, joiden
komponentit ovat puita.

Maiaritelma 3.4
Metsd on suuntaamaton silmukaton graafi. Metsédn aligraafi on metsdn

alimetsd. Jos metsd on graafin G aligraafi, kyseessa on graafin G alimetsa.

Metsad, jossa on k komponenttia, kutsutaan k-puuksi.
G;: Py G,:
)

Kuva 3.11. Graafi G, on metsd, mutta graafi G, ei ole metsa.

Metsdn komponentit ovat siis puita. Yhtendinen metsi on puu, metsan
yhtendinen aligraafi on metsan alipuu ja 1-puu on puu.
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Maaéritelma 3.5

Graafin G virittdvd k-puu on graafin G k-komponenttinen alimetsa, joka
sisdltdd kaikki graafin G solmut. Jos T = (V, E) on graafin G virittdva k-puu,
niin T* = G — E on graafin G virittdvd k-vastapuu.

]
Tl e

Kuva 3.12a. Graafi G ja graafin G virittava 5-puu Ts ja sen virittdva
5-vastapuu T..

150



Maaritelma 3.6

Graafin G virittdva k-puu on graafin G virittdvd metsd, jos k on graafin G
komponenttien lukumé&ara. Jos T = (V, E) on graafin G virittdva metsé, niin
T* = G — E on graafin G virittdvd vastametsd.

G:
Ts: T3t
14: \k. ::I .
° ° °
Kuva 3.12b. Graafi G ja graafin G virittdvd metsa T ja sen virittdva
vastametsd T
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Graafilla voi olla useita virittdvid k-puita ja virittdvia metsid. Virittava
k-vastapuu (metsd) ei yleensi ole k-puu (metsd). Yhtendisen graafin
virittdva metsa on graafin virittava puu.
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Graafilla voi olla useita virittdvid k-puita ja virittdvia metsid. Virittava
k-vastapuu (metsd) ei yleensi ole k-puu (metsd). Yhtendisen graafin
virittdva metsa on graafin virittava puu.

Lause 3.13

Olkoon G jokin n-solmuinen m-sdrmdinen graafi ja T jokin graafin G virittdvd
k-puu. Tdlloin k-puussa T on n— k sdrmdd ja virittdvdssd k-vastapuussa T on
m—n + k sdarmdd.
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Graafilla voi olla useita virittdvid k-puita ja virittdvia metsid. Virittava
k-vastapuu (metsd) ei yleensi ole k-puu (metsd). Yhtendisen graafin
virittdva metsa on graafin virittava puu.

Lause 3.13

Olkoon G jokin n-solmuinen m-sdrmdinen graafi ja T jokin graafin G virittdvd
k-puu. Tdlloin k-puussa T on n— k sdrmdd ja virittdvdssd k-vastapuussa T on
m—n + k sdarmdd.

Koska n-solmuisen, m-sdrmadisen ja k-komponenttisen graafin G aste on
n— k ja nulliteetti m — n + k, erikoistapaus lauseen 3.13 tuloksesta voidaan
esittdd myos graafin asteen p(G) ja nulliteetin u(G) avulla.
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Graafilla voi olla useita virittdvid k-puita ja virittdvia metsid. Virittava
k-vastapuu (metsd) ei yleensi ole k-puu (metsd). Yhtendisen graafin
virittdva metsa on graafin virittava puu.

Lause 3.13

Olkoon G jokin n-solmuinen m-sdrmdinen graafi ja T jokin graafin G virittdvd
k-puu. Tdlloin k-puussa T on n— k sdrmdd ja virittdvdssd k-vastapuussa T on
m—n + k sdarmdd.

Koska n-solmuisen, m-sdrmadisen ja k-komponenttisen graafin G aste on
n— k ja nulliteetti m — n + k, erikoistapaus lauseen 3.13 tuloksesta voidaan
esittdd myos graafin asteen p(G) ja nulliteetin u(G) avulla.

Seuraus 3.14
Olkoon T jokin graafin G virittdvd metsd ja T* vastaava virittdvd vastametsd.
Talloin metsdssd T on p(G) sdrmdd ja vastametsdssd T* on u(G) sdrmdd.
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Lause 3.15
Olkoon G graafi, jossa on n solmua ja p komponenttia. Talloin graafilla G on
virittdvd k-puu tdsmdlleen silloin, kun p < k < n.
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Lause 3.15
Olkoon G graafi, jossa on n solmua ja p komponenttia. Talloin graafilla G on
virittdvd k-puu tdsmdlleen silloin, kun p < k < n.

Seuraus 3.16
Gradafilla on aina virittdvd metsd.
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3.6 Silmukka ja irrotusjoukko

Seuraavaksi tarkastelemme silmukoiden ja irrotusjoukkojen suhdetta
virittaviin puihin ja vastapuihin.
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3.6 Silmukka ja irrotusjoukko

Seuraavaksi tarkastelemme silmukoiden ja irrotusjoukkojen suhdetta
virittaviin puihin ja vastapuihin.

Lause 3.17
Yhtendisen graafin G irrotusjoukko sisdltdd ainakin yhden sdrmdn jokaisesta

graafin G virittdvdstd puusta.
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3.6 Silmukka ja irrotusjoukko

Seuraavaksi tarkastelemme silmukoiden ja irrotusjoukkojen suhdetta
virittaviin puihin ja vastapuihin.

Lause 3.17
Yhtendisen graafin G irrotusjoukko sisdltdd ainakin yhden sdrmdn jokaisesta

graafin G virittdvdstd puusta.

Lause 3.18
Yhtendisen graafin G silmukka sisdltdd ainakin yhden sdrmdn jokaisesta

graafin G virittdvdstd vastapuusta.
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*—o

I Tq: Ty: Ts:
C: T T, / T3

Kuva 3.13. Silmukka C sisdltda sirman jokaisesta graafin G virittavasta
vastapuusta, ja irrotusjoukko I sirmén jokaisesta virittdvasta puusta.
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Lause 3.19
Yhtendisen graafin G sdrmdjoukko I on graafin G irrotusjoukko tdsmadlleen
silloin, kun I on minimaalinen joukko, joka sisdltdd sdirmdn jokaisesta

graafin G virittdvdstd puusta.
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Lause 3.19

Yhtendisen graafin G sdrmdjoukko I on graafin G irrotusjoukko tdsmadlleen
silloin, kun I on minimaalinen joukko, joka sisdltdd sdirmdn jokaisesta
graafin G virittdvdstd puusta.

Lause 3.20

Yhtendisen graafin G aligraafi C on graafin G silmukka tdsmadlleen silloin,
kun C on minimaalinen graafi, joka sisdltdd sdrmdn graafin G jokaisesta
virittdvdstd vastapuusta.
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Lause 3.19

Yhtendisen graafin G sdrmdjoukko I on graafin G irrotusjoukko tdsmadlleen
silloin, kun I on minimaalinen joukko, joka sisdltdd sdirmdn jokaisesta
graafin G virittdvdstd puusta.

Lause 3.20

Yhtendisen graafin G aligraafi C on graafin G silmukka tdsmadlleen silloin,
kun C on minimaalinen graafi, joka sisdltdd sdrmdn graafin G jokaisesta
virittdvdstd vastapuusta.

Lause 3.21
Yhtendisen graafin silmukalla ja irrotusjoukolla on aina parillinen mddrd
yhteisid sdrmid.
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Esimerkki 3.3
Kuvan 3.14 graafin G irrotusjoukolla I on silmukan C; kanssa kaksi yhteisté
sdrmaa ja silmukan C, kanssa nolla yhteistd sdrmaa.

G: I Cy: C,:
Vi Vo Vi Vo Vi Vo Vo
0 o
Vs v, Vs Vv, Vg Vv, Vs

Kuva 3.14. Graafi, sen irrotusjoukko ja kaksi silmukkaa.
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3.7 Perussilmukka ja perusirrotusjoukko

Graafin virittdvien puiden ja -vastapuiden avulla voidaan muodostaa graafin
irrotusjoukkoja ja silmukoita. Seuraava tulos seuraa suoraan lauseesta 3.6.

Lause 3.22

Olkoon G = (V, E) yhtendinen graafi ja T = (V, F) jokin graafin G virittdvd
puu sekd T* vastaava virittdvd vastapuu. Jos ¢ on virittdvdn vastapuun T*
sdrmd, niin graafissa (V,F U {c}) on tdsmdlleen yksi silmukka.

158



Madaritelma 3.7

Olkoon G = (V, E) yhtendinen graafi, T = (V, F) jokin graafin G virittava puu
jace€E\F. Talloin graafin (V, F U {c}) ainoaa silmukkaa sanotaan graafin G
sdrmaa c vastaavaksi perussilmukaksi puun T suhteen.

- . *.
G: b, T: b, T ..
by by ¢y
o1 C3 o1 s C3
Co Co
Cl: CZ: Cg:
I “ I:I Dca
Co

Kuva 3.15a. Graafin G perussilmukat puun T suhteen.
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Madaritelma 3.8

Olkoon G jokin n-solmuinen ja m-sdrméinen yhtendinen graafi, T graafin G
jokin virittdva puu ja T* puuta T vastaava virittdva vastapuu. Olkoot edelleen
C15 Cy « -5 Cpnyq Virittavan vastapuun T sarmat ja Cy, Cy, ..., C_piq
nditd sdrmid vastaavat perussilmukat. Talloin joukkoa {C;,C,,...,C, 1}
sanotaan graafin G perussilmukkajoukoksi puun T suhteen.
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Madaritelma 3.8

Olkoon G jokin n-solmuinen ja m-sdrméinen yhtendinen graafi, T graafin G
jokin virittdva puu ja T* puuta T vastaava virittdva vastapuu. Olkoot edelleen
C15 Cy « -5 Cpnyq Virittavan vastapuun T sarmat ja Cy, Cy, ..., C_piq
nditd sdrmid vastaavat perussilmukat. Talloin joukkoa {C;,C,,...,C, 1}
sanotaan graafin G perussilmukkajoukoksi puun T suhteen.

Puun perusominaisuuksiin nojautuen on helppo osoittaa, etta jos b on
puun T sdrmd, niin graafissa T — b on tdsmaélleen kaksi komponenttia.
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Madaritelma 3.8

Olkoon G jokin n-solmuinen ja m-sdrméinen yhtendinen graafi, T graafin G
jokin virittdva puu ja T* puuta T vastaava virittdva vastapuu. Olkoot edelleen
C15 Cy « -5 Cpnyq Virittavan vastapuun T sarmat ja Cy, Cy, ..., C_piq
nditd sdrmid vastaavat perussilmukat. Talloin joukkoa {C;,C,,...,C, 1}
sanotaan graafin G perussilmukkajoukoksi puun T suhteen.

Puun perusominaisuuksiin nojautuen on helppo osoittaa, etta jos b on
puun T sdrmd, niin graafissa T — b on tdsmaélleen kaksi komponenttia.

Lause 3.23

Olkoon G yhtendinen graafi, T jokin graafin G virittdvd puu ja b jokin
virittdvdan puun T sdrmd. Olkoot edelleen T, = (V,,E;) ja T, = (V,, E,)
graafin T — b komponentit. Talloin irrotus (V;,V,) on graafin G irrotusjoukko.
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Maééritelma 3.9

Olkoon G yhtendinen graafi, T jokin graafin G virittava puu ja b virittdvan
puun T siarmé. Olkoot edelleen T, = (V;, E;) ja T, = (V,, E,) graafin T — b
komponentit. Tall6in irrotusjoukkoa (V;,V,) sanotaan graafin G sarméa b
vastaavaksi perusirrotusjoukoksi puun T suhteen.

G p, L T
SIS T
b b b
' A C3 ! s C3
Co Co
| l: | 2: b2 | 3: | 4
blléz Z ._bsl/'

Kuva 3.15b. Graafin G perusirrotusjoukot puun T suhteen.

>
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Maaritelma 3.10

Olkoot by, by, ..., b,_; jonkin n-solmuisen yhtendisen graafin G
virittdvan puun T oksat ja olkoot I, I,, ..., I,_; nditd oksia vastaavat
perusirrotusjoukot puun T suhteen. Talloin joukkoa {I,I,,...,I, 1}
sanotaan graafin G perusirrotusjoukkojen joukoksi puun T suhteen.
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Maaritelma 3.10

Olkoot by, by, ..., b,_; jonkin n-solmuisen yhtendisen graafin G
virittdvan puun T oksat ja olkoot I, I,, ..., I,_; nditd oksia vastaavat
perusirrotusjoukot puun T suhteen. Talloin joukkoa {I,I,,...,I, 1}
sanotaan graafin G perusirrotusjoukkojen joukoksi puun T suhteen.

Koska yhtendisen n-solmuisen ja m-sarméisen graafin jokaisessa virittavassa
puussa on n — 1 sdrmaa ja jokaisessa virittdvassd vastapuussa on m —n + 1
sdrmad, niin perussilmukoita on m —n + 1 kappaletta ja perusirrotusjoukkoja
on n — 1 kappaletta.

Perussilmukat muodostetaan lisadmalla virittdvadn puuhun T vuorotellen
kaikki virittdvdn vastapuun sdrmat ja etsiméalld muodostuneet silmukat.
Perusirrotusjoukot taas muodostetaan poistamalla virittdvasta puusta
vuorotellen kaikki sdrmaét ja etsimilla muodostuneita kahta solmujoukkoa
vastaavat irrotusjoukot.
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Kukin perussilmukka C; sisdltaa virittavastd vastapuusta T tasmalleen
yhden sdrméin c;, joka ei esiinny missddn muussa perusssilmukkajoukon
silmukassa. Samoin kukin virittdvan puun T sdarma b; kuuluu tdsmalleen
yhteen perusirrotusjoukkojen joukon irrotusjoukkoon I;.
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Kukin perussilmukka C; sisdltaa virittavastd vastapuusta T tasmalleen
yhden sdrméin c;, joka ei esiinny missddn muussa perusssilmukkajoukon
silmukassa. Samoin kukin virittdvan puun T sdarma b; kuuluu tdsmalleen
yhteen perusirrotusjoukkojen joukon irrotusjoukkoon I;.

Lause 3.24

Yhtendisen graafin G virittdvdn vastapuun T* sdrmdd c vastaava
perussilmukka (virittdvdn puun T suhteen) sisdltdd tdsmdlleen ne puun T
sdrmadit, joita vastaavat perusirrotusjoukot (puun T suhteen) sisdltdvdt
sdarmdn c.
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Kukin perussilmukka C; sisdltaa virittavastd vastapuusta T tasmalleen
yhden sdrméin c;, joka ei esiinny missddn muussa perusssilmukkajoukon
silmukassa. Samoin kukin virittdvan puun T sdarma b; kuuluu tdsmalleen
yhteen perusirrotusjoukkojen joukon irrotusjoukkoon I;.

Lause 3.24

Yhtendisen graafin G virittdvdn vastapuun T* sdrmdd c vastaava
perussilmukka (virittdvdn puun T suhteen) sisdltdd tdsmdlleen ne puun T
sdrmadit, joita vastaavat perusirrotusjoukot (puun T suhteen) sisdltdvdt
sdarmdn c.

Lause 3.25

Yhtendisen graafin G virittdvdn puun T sdrmdd b vastaava perusirrotusjoukko
(virittdvdn puun T suhteen) sisdltdd tdsmadlleen ne vastapuun T* sdrmdt, joita
vastaavat perussilmukat (puun T suhteen) sisdltdavdt sarmdn b.

163



vy v, vy v, vy .v\z.
V3 b V3 V3

Vs vy Vs vy Vs vy
Vi V2 V2 \¢] Vi V2
b b
V3
Vs Vs vy vy Vs vy
perussilmukat sdrmdd b vastaava
perusirrotusjoukko

Kuva 3.16. Sarmaa b vastaava perusirrotusjoukko sisdltda ne vastapuun T*
sarmadt, joita vastaavat perussilmukat sisaltavat sirméan b.
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