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2.1 Polku

Intuitiivisella tasolla yhtendiselld graafilla tarkoitetaan graafia, jonka kaikki
solmut ovat jollakin tavalla yhdistetyt toisiinsa sdrmia kayttien.

Maaritelma 2.1
Polku eli reitti suuntaamattoman graafin G solmusta u solmuun v on

darellinen jono
u= Vo,el,vl,ez,VZ,...,em,vm == V,

jossa on vuorotellen graafin G solmuja ja sdrmia siten, ettd e, on solmujen
Vi1 ja vi vélinen sdrmd. Solmu u on polun alkusolmu ja v polun loppusolmu.
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Polulle solmusta u solmuun v voidaan kayttda merkintda
p:u—v.

Koska sarmien paatesolmut ovat yksikasitteiset, polku voidaan antaa myos
pelkéstdan sarmédjonona. Yksinkertaisessa graafissa polku voidaan antaa
myo0s pelkastddn solmujonona. Télloin polulle voidaan kayttad merkintda

P Vo, Viseees Ve
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Polulle solmusta u solmuun v voidaan kayttda merkintda
p:u—v.

Koska sarmien paatesolmut ovat yksikasitteiset, polku voidaan antaa myos
pelkéstdan sarmédjonona. Yksinkertaisessa graafissa polku voidaan antaa
myo0s pelkastddn solmujonona. Télloin polulle voidaan kayttad merkintda

P Vo, Viseees Ve

Maiaritelma 2.2
Polun pituus on sen sarmien lukumaéra. Painotetun graafin polun pituus on
polun sdrmien painojen summa.
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Polulle solmusta u solmuun v voidaan kayttda merkintda
p:u—v.

Koska sarmien paatesolmut ovat yksikasitteiset, polku voidaan antaa myos
pelkéstdan sarmédjonona. Yksinkertaisessa graafissa polku voidaan antaa
myo0s pelkastddn solmujonona. Télloin polulle voidaan kayttad merkintda

P Vo, Viseees Ve

Maiaritelma 2.2
Polun pituus on sen sarmien lukumaéra. Painotetun graafin polun pituus on
polun sdrmien painojen summa.

Tyhjd polku on polku, jonka pituus on nolla. Kyseinen polku on siis vain
solmu, joka on seka polun alku- ettd loppusolmu.
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Esimerkki 2.1

Graafeissa G, ja G, on molemmissa polku v; — v.. Esimerkiksi graafissa G,
jono vy, ey, Vy, €9, Vo, 4, Vs, €3, V1, €3, V3, €5, Vo, €6, V4, €7, Vs, €7, V4, €7, Vs 0N polku
v, — Vs, jonka pituus on 10. Graafissa G, solmujono vy, Vs, V4, Vo, Vs, V4, Vs,
V1, Vs on polku v; — vs, jonka pituus on 8.

Kuva 2.1. Yksinkertaiset graafit G, ja G,.
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Esimerkki 2.2

Polun Kissanmaa — Hikivuori pituus on 47, kun kyseessd on polku
Kissanmaa, Valtion virastotalo, Keskustori, Annala, Hikivuori, ja 31, kun
kyseessad on polku Kissanmaa, Valtion virastotalo, Annala, Hikivuori.

Keskustori

Koskipuisto 10 Valtion virastotalo

Kissanmaa
Annala

Hikivuori

Kuva 2.2. Linja-auton matka-aika minuutteina joidenkin pysdkkien valilla.
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Madaritelma 2.3

Polku on piiri, jos sen alku- ja loppusolmu ovat samat ja siind on vihintaan
yksi sdrma. Polku tai piiri on yksinkertainen, jos jokaista sarmia kaytetdan
korkeintaan kerran. Polku on suora, jos mikddn solmu ei esiinny siind kahta
kertaa. Silmukka on yksinkertainen piiri, jossa mikddn solmu ei esiinny
kahta kertaa muuten kuin pditesolmuna.

Suora polku on aina myo6s yksinkertainen polku. Erityisesti on syyta
huomata, ett tyhja polku on aina suora polku.

67



Esimerkki 2.3

Graafissa G, on piiri vy, V9, Vs, V4, V7, V1, Vs, V1. Yksinkertaisia polkuja ovat
esimerkiksi solmujonot v; ja v, v,, v,. Solmujono v,, v, V¢, v; puolestaan on
yksinkertainen piiri.

Kuva 2.3. Yksinkertaiset graafit G, ja G,.
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Esimerkki 2.4

Graafissa G, solmusta v; solmuun v, on kolme suoraa polkua, nimittain
polku v,,v,, polku v, v,, v, ja polku v, v, v,. Suora polku ei siis tarkoita
mahdollisimman lyhyttd polkua.

Kuva 2.3. Yksinkertaiset graafit G, ja G,.
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Esimerkki 2.4

Graafissa G, solmusta v; solmuun v, on kolme suoraa polkua, nimittain
polku v,,v,, polku v, v,, v, ja polku v, v, v,. Suora polku ei siis tarkoita
mahdollisimman lyhyttd polkua.

Kuva 2.3. Yksinkertaiset graafit G, ja G,.

Esimerkki 2.5
Graafissa G, piiri vy, v,, V4, v; on silmukka, mutta piiri v,, v,, v; ei ole silmukka.
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Jatkossa ehto ”piirissd ei esiinny sama solmu kahdesti” tarkoittaa, etti se ei
esiinny kahdesti paitsi paatesolmuna.

Silmukka on nyt maéritelty kahdella tavalla (maéaritelmé 1.21 ja
madritelma 2.3). Kun lasketaan silmukan solmujen lukumaaraa,
tarkoitetaan yleensd maéaritelman 1.21 mukaista silmukkaa eli alku/loppu
-solmua ei lasketa kahdesti. Ainoastaan, jos on korostetusti kyse silmukasta
polkuna, alku/loppu -solmu lasketaan kahdesti.
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Mairitelma 2.4

Suunnatussa graafissa polku (ja sen erikoistapaukset) méaaritellddn samoin
kuin suuntaamattomassakin, mutta sdrmia voi kulkea vain niiden suunnan
mukaisesti.
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Mairitelma 2.4

Suunnatussa graafissa polku (ja sen erikoistapaukset) méaaritellddn samoin
kuin suuntaamattomassakin, mutta sdrmia voi kulkea vain niiden suunnan
mukaisesti.

Esimerkki 2.6

Graafissa G on suunnattu polku vs, vg, vy, vy, V4, Vs, Vo, V;, Yksinkertainen
polku Vs, Vg, Vo, V1, V4, Vs, V1, SUOra polku vy, vg, vy, vy, Piiri vy, vy, Vs, Vs, V1, Vy,
Vs, Vo ja silmukka v;, v, vs, v;.

G: v,
Vi V3

A Vs Ve

Kuva 2.4. Suunnattu graafi G.
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Esimerkki 2.7

Polkuja ja piireja voidaan hyodyntad isomorfisuuden tutkimisessa.
Graafeissa G, ja G, on yhtd monta solmua ja sirmaa. Lisdksi kummassakin
graafissa neljan solmun aste on 3 ja kahden solmun aste on 2. Graafit eivat
kuitenkaan ole isomorfiset, silld graafista G, 16ytyy kolmisarméinen
silmukka, mutta graafissa G, tdllaista silmukkaa ei ole.

o

Kuva 2.5. Graafit G, ja G, eivét ole isomorfiset.
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Lause 2.1

Olkoon G suunnattu tai suuntaamaton graafi, jonka vierusmatriisi on A
solmujen jdrjestyksen v, Vs, ..., v, suhteen. Silloin matriisin A™ alkio [A"];;
antaa graafin G r-sdrmdisten polkujen lukumddrdn solmusta v; solmuun v;.
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Esimerkki 2.8

Kuvan 2.6 pseudograafin G, yksi-, kaksi- ja kolmisdrmaisten polkujen
lukumaarat eri solmujen valilld saadaan katevésti lauseen 2.1 mukaan
laskemalla vierusmatriisi A ja sen potenssit A% ja A®. Siis

010 1 1 2 1 6 2
A=|1 1 2|, A>=|1 6 2|, A=[|6 11 12
0 2 0 2 2 4 2 12 4
G, G,:
\7) \7)
Vi V3 Vi V3

Kuva 2.6. Pseudograafi G, ja suunnattu multigraafi G,.
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Esimerkki 2.9

Lausetta 2.1 voidaan soveltaa my06s suunnatuille graafeille. Niinpa
kuvan 2.6 suunnatun multigraafin G, yksi-, kaksi- ja kolmisdrmaéisten
polkujen lukumaarét eri solmujen vélilld saadaan nytkin laskemalla
vierusmatriisi A ja sen potenssit A* ja A®. Siis

000 0 00 000
A=|11 1], A>=(3 1 1|, A=[3 11
200 0 00 000

Kuten matriiseista A% ja A> havaitaan, kahden tai useamman sarméin
mittaisia polkuja on vain solmusta v, muihin solmuihin. Liséksi polkujen
lukuméara pysyy samana polkujen pituuden kasvaessa.



Lause 2.2
Jos graafissa on polku solmusta u solmuun v, graafissa on myds suora polku
solmusta u solmuun v.
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Lause 2.2
Jos graafissa on polku solmusta u solmuun v, graafissa on myds suora polku

solmusta u solmuun v.

Lause 2.3
Jos graafissa on yksinkertainen piiri, siind on myos silmukka.
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Lause 2.2
Jos graafissa on polku solmusta u solmuun v, graafissa on myds suora polku
solmusta u solmuun v.

Lause 2.3
Jos graafissa on yksinkertainen piiri, siind on myos silmukka.

Maiaéritelma 2.5
Graafi on silmukaton, jos siiné ei ole yhtdan silmukkaa.
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Lause 2.2
Jos graafissa on polku solmusta u solmuun v, graafissa on myds suora polku
solmusta u solmuun v.

Lause 2.3
Jos graafissa on yksinkertainen piiri, siind on myos silmukka.

Maiaéritelma 2.5
Graafi on silmukaton, jos siiné ei ole yhtdan silmukkaa.

Lause 2.4
Graafi on silmukaton tdsmdlleen silloin, kun siind ei ole luuppeja ja minkddn
kahden solmun vdlilld ei ole kahta eri suoraa polkua.
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2.2 Lyhin painotettu polku

Lyhimmaén painotetun polun etsiminen painotetusta graafista on yksi
algoritmisen graafiteorian klassisista ongelmista. Timi ongelma voidaan
ratkaista tehokkaasti Dijkstran algoritmilla.

Luentomonisteessa Dijkstran algoritmi esitelld4n sivuilla 35-36. Luennolla
algoritmi kdydaan lapi alla olevan verkkosivun mukaan:

https://brilliant.org/wiki/dijkstras-short-path-finder/

Lause 2.5

Dijkstran algoritmi tuottaa lyhimmdn kahden solmun vdlisen painotetun polun.

Lyhin polku kahden solmun valilld ei valttimatta ole yksikasitteinen.
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2.3 Yhtenidinen graafi

Maéritelma 2.6
Kaksi graafin solmua ovat yhdistetyt, jos niiden vililla on polku.
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2.3 Yhtenidinen graafi

Maéritelma 2.6
Kaksi graafin solmua ovat yhdistetyt, jos niiden vililla on polku.

Maéritelma 2.7
Suuntaamaton graafi on yhtendinen, jos sen mitka tahansa kaksi solmua
ovat yhdistetyt.
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2.3 Yhtenidinen graafi

Maéritelma 2.6
Kaksi graafin solmua ovat yhdistetyt, jos niiden vililla on polku.

Maéritelma 2.7
Suuntaamaton graafi on yhtendinen, jos sen mitka tahansa kaksi solmua
ovat yhdistetyt.

Kuva 2.7. Graafi G, on yhtendinen, graafit G, ja G; epdyhtendisia.
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Jokainen solmu on yhdistetty itseensa tyhjan polun kautta. Yhtendisessa
suuntaamattomassa graafissa jokaisen kahden solmun vililld on suora polku.
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Jokainen solmu on yhdistetty itseensa tyhjan polun kautta. Yhtendisessa
suuntaamattomassa graafissa jokaisen kahden solmun vililld on suora polku.

Maaritelma 2.8

Suunnattu graafi on heikosti yhtendinen, jos vastaava suuntaamaton graafi
on yhtendinen.
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Jokainen solmu on yhdistetty itseensa tyhjan polun kautta. Yhtendisessa
suuntaamattomassa graafissa jokaisen kahden solmun véililla on suora polku.

Maaritelma 2.8

Suunnattu graafi on heikosti yhtendinen, jos vastaava suuntaamaton graafi
on yhtendinen.

Maaritelma 2.9

Suunnattu graafi on vahvasti yhtendinen, jos graafin jokaisen kahden solmun
u ja v valilla on polku seka solmusta u solmuun v ettd solmusta v solmuun u.
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Jokainen solmu on yhdistetty itseensa tyhjan polun kautta. Yhtendisessa
suuntaamattomassa graafissa jokaisen kahden solmun véililla on suora polku.

Maiaritelma 2.8
Suunnattu graafi on heikosti yhtendinen, jos vastaava suuntaamaton graafi
on yhtendinen.

Maaritelma 2.9
Suunnattu graafi on vahvasti yhtendinen, jos graafin jokaisen kahden solmun
u ja v valilla on polku seka solmusta u solmuun v ettd solmusta v solmuun u.

Maaritelma 2.10

Suunnattu graafi on kvasivahvasti yhtendinen, jos graafin jokaista kahta
solmua u ja v kohti 16ytyy sellainen graafin solmu w, ettd solmusta w on
suunnattu polku seké solmuun u ettd solmuun v.
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Selvéstikin vahvasti yhtendinen graafi on myos kvasivahvasti yhtendinen ja
edelleen kvasivahvasti yhtendinen graafi on samalla heikosti yhtendinen.

G;: G,: Gs:

Kuva 2.8. Graafi G, on vahvasti yhtendinen graafi, graafi G, on heikosti
yhtendinen graafi ja graafi G; on kvasivahvasti yhtendinen graafi.
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Lause 2.6
Olkoon G jokin n-solmuinen yksinkertainen graafi. Jos graafin G minimiaste

5(G) > %(n—l),

niin G on yhtendinen.
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Lause 2.6
Olkoon G jokin n-solmuinen yksinkertainen graafi. Jos graafin G minimiaste

1
6(G) = _(n - 1),
2
niin G on yhtendinen.

Lause 2.7

Olkoon G yhtendinen suuntaamaton graafi ja k sen suorien polkujen suurin
pituus. Talloin jokaisella kahdella graafin G k-sdrmadiselld suoralla polulla on
ainakin yksi yhteinen solmu.
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Graafissa ei kuitenkaan véalttimatta ole solmua, joka olisi yhteinen kaikille
sen pisimmille suorille poluille (ks. kuva 2.9).

«—* e e
Kuva 2.9. Waltherin esittdma graafi, jossa mikdadn graafin solmu ei ole
yhteinen graafin kaikille pisimmille poluille.
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Myoskaan pisimmillé suorilla poluilla ei valttamatta ole yhteisid sdrmia (ks.
kuva 2.10).

G: pp: p,:
Vi %Vs V1I IVs Vi X:Vs
Kuva 2.10. Graafin G pisimmilla suorilla poluilla p, ja p, ei ole yhteisia
sarmia.
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Myoskaan pisimmillé suorilla poluilla ei valttamatta ole yhteisid sdrmia (ks.

kuva 2.10).

G: pp: p,:
Vi %Vs V1I IVs Vi X:Vs
Kuva 2.10. Graafin G pisimmilla suorilla poluilla p, ja p, ei ole yhteisia
sarmia.

Lause 2.8
Olkoon G = (V, E) yhtendinen graafi. Jos e € E on graafin G jonkin silmukan
sdrmd, myos graafi G — e on yhtendinen.
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2.4 Komponentti

Epdyhtendinen graafi koostuu useasta graafin yhtendisesta aligraafista
(eli komponentista).

Maiaritelma 2.11
Graafin maksimaalinen yhtendinen aligraafi on graafin komponentti.

G: Ve Vg
Vi Vo Vg V1o
s
V3 Vo @ Vyy Vo
Kuva 2.11. Graafissa G on nelja komponenttia.
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Graafin komponentti ei ole graafin minkdin yhtendisen aligraafin aito
aligraafi. Yhtenaisella graafilla on vain yksi komponentti, graafi itse;
epdyhtendiselld graafilla on useita komponentteja. Eristetty solmu
muodostaa yksinddn graafin yhden komponentin. Sdrmén poistaminen lisaa
graafin komponenttien maarda enintdan yhdella.
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Graafin komponentti ei ole graafin minkdin yhtendisen aligraafin aito
aligraafi. Yhtenaisella graafilla on vain yksi komponentti, graafi itse;
epdyhtendiselld graafilla on useita komponentteja. Eristetty solmu
muodostaa yksinddn graafin yhden komponentin. Sdrmén poistaminen lisaa
graafin komponenttien maarda enintdan yhdella.

Lause 2.9

Jos graafin G solmu v on yhdistetty johonkin graafin G komponentin H
solmuun, niin v on komponentin H solmu.
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Graafin komponentti ei ole graafin minkdin yhtendisen aligraafin aito
aligraafi. Yhtenaisella graafilla on vain yksi komponentti, graafi itse;
epdyhtendiselld graafilla on useita komponentteja. Eristetty solmu
muodostaa yksinddn graafin yhden komponentin. Sdrmén poistaminen lisaa
graafin komponenttien maarda enintdan yhdella.

Lause 2.9
Jos graafin G solmu v on yhdistetty johonkin graafin G komponentin H
solmuun, niin v on komponentin H solmu.

Lause 2.10

Jokainen graafin G solmu kuuluu tdsmdlleen yhteen graafin G komponenttiin.
Samoin jokainen graafin G sarmd kuuluu tdsmadlleen yhteen graafin G
komponenttiin.
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Graafin komponentti ei ole graafin minkdin yhtendisen aligraafin aito
aligraafi. Yhtenaisella graafilla on vain yksi komponentti, graafi itse;
epdyhtendiselld graafilla on useita komponentteja. Eristetty solmu
muodostaa yksinddn graafin yhden komponentin. Sdrmén poistaminen lisaa
graafin komponenttien maarda enintdan yhdella.

Lause 2.9
Jos graafin G solmu v on yhdistetty johonkin graafin G komponentin H
solmuun, niin v on komponentin H solmu.

Lause 2.10

Jokainen graafin G solmu kuuluu tdsmdlleen yhteen graafin G komponenttiin.
Samoin jokainen graafin G sarmd kuuluu tdsmadlleen yhteen graafin G
komponenttiin.

Komponenttien solmujoukot muodostavat graafin solmujoukon luokkajaon.
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2.5 Aste ja nulliteetti

Maiaéritelméa 2.12
Olkoon G graafi, jossa on n solmua, m sdrméa ja k komponenttia. Talloin
graafin G aste on

p(G)=n—k

ja graafin G nulliteetti on

w(G)=m—n+k.
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2.5 Aste ja nulliteetti

Maiaéritelméa 2.12
Olkoon G graafi, jossa on n solmua, m sdrméa ja k komponenttia. Talloin
graafin G aste on

p(G)=n—k

ja graafin G nulliteetti on

w(G)=m—n+k.

Selvastikin aina p(G) = 0 ja p(G) + u(G) = m.

86



G n—k=p(G) | m—p(G) = u(G)

° 1-1=0 0—-0=0
o o 2—2=0 0—0=0
*—o 2—1= 1-1=0
o o o 3—3=0 0—0=0
o oo 3—2=1 1-1=0
*—o—o 3—1=2 2—2=0
*Q’ 3—1=2 3—2=1

Taulukko 2.1. Joidenkin graafien asteet ja nulliteetit.
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Lause 2.11
Olkoon G jokin m-sdrmdinen graafi. Talloin p(G) < m.
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Lause 2.11
Olkoon G jokin m-sdrmdinen graafi. Talloin p(G) < m.

Lauseen 2.11 perusteella my6skin nulliteetille patee u(G) > 0.
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2.6 Irrotussolmu ja lohko
Sovelluksissa graafin yhtendisyys on melko yleinen vaatimus. Joskus
tdmakadn ei kuitenkaan riitd vaan tarpeen on tietdd, pysyyko graafi
yhtendisen4, jos siitd poistetaan yksi solmu.

89



2.6 Irrotussolmu ja lohko
Sovelluksissa graafin yhtendisyys on melko yleinen vaatimus. Joskus
tdmakadn ei kuitenkaan riitd vaan tarpeen on tietdd, pysyyko graafi
yhtendisen4, jos siitd poistetaan yksi solmu.

Miaritelma 2.13
Graafin G solmu v on graafin G irrotussolmu, jos graafissa G —v on
enemman komponentteja kuin graafissa G.

G;: G,: Gj:

Kuva 2.12. Solmu u on graafin G, irrotussolmu ja solmu v on graafin G,
irrotussolmu. Graafissa G, ei ole irrotussolmua.
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Eristetty solmu ei ole irrotussolmu, silld eristetyn solmun poistaminen
graafista vahentdd graafin komponenttien lukuméaraa.

90



Eristetty solmu ei ole irrotussolmu, silld eristetyn solmun poistaminen
graafista vahentdd graafin komponenttien lukuméaraa.

Lause 2.12
Jos v on graafin G irrotussolmu, niin G — v ei ole yhtendinen.

90



Eristetty solmu ei ole irrotussolmu, silld eristetyn solmun poistaminen
graafista vahentdd graafin komponenttien lukuméaraa.

Lause 2.12
Jos v on graafin G irrotussolmu, niin G — v ei ole yhtendinen.

Miaritelma 2.14
Graafi on separoituva, jos se on epdyhtendinen tai silld on ainakin yksi
irrotussolmu. Muussa tapauksessa graafi on separoitumaton.

T e

Kuva 2.13. Separoitumattomia graafeja.

90



Miaritelma 2.15
Graafin maksimaalinen separoitumaton aligraafi on graafin lohko.
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Maééritelma 2.15
Graafin maksimaalinen separoitumaton aligraafi on graafin lohko.

Graafin G aligraafi H on siis graafin G lohko, jos (i) H on separoitumaton ja
(ii) aina, kun F on graafin G aligraafi, joko F on graafin H aligraafi tai H U F
on separoituva. Separoitumattomalla graafilla on vain yksi lohko, graafi itse.

Kuva 2.14. Graafissa G, on kolme lohkoa ja graafissa G, on nelja lohkoa.
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Lause 2.13
Graafin jokainen sdrmd kuuluu ainakin yhteen lohkoon.
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Lause 2.13
Graafin jokainen sdrmd kuuluu ainakin yhteen lohkoon.

Lause 2.14
Graafin jokainen separoitumaton aligraafi on jonkin lohkon aligraafi.
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Lause 2.13
Graafin jokainen sdrmd kuuluu ainakin yhteen lohkoon.

Lause 2.14
Graafin jokainen separoitumaton aligraafi on jonkin lohkon aligraafi.

Seuraus 2.15
Graafin jokainen solmu kuuluu ainakin yhteen lohkoon.

92



Lause 2.13
Graafin jokainen sdrmd kuuluu ainakin yhteen lohkoon.

Lause 2.14
Graafin jokainen separoitumaton aligraafi on jonkin lohkon aligraafi.

Seuraus 2.15
Graafin jokainen solmu kuuluu ainakin yhteen lohkoon.

Lause 2.16
Graafin jokainen sdrmd, joka ei ole luuppi, kuuluu tdsmdlleen yhteen lohkoon.
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Lause 2.13
Graafin jokainen sdrmd kuuluu ainakin yhteen lohkoon.

Lause 2.14
Graafin jokainen separoitumaton aligraafi on jonkin lohkon aligraafi.

Seuraus 2.15
Graafin jokainen solmu kuuluu ainakin yhteen lohkoon.

Lause 2.16

Graafin jokainen sdrmd, joka ei ole luuppi, kuuluu tdsmdlleen yhteen lohkoon.

Lause 2.17

Solmu v on yhtendisen graafin G irrotussolmu tdsmadlleen silloin, kun on
olemassa kaksi sellaista graafin G eri solmua u ja w, ettd u # v, w # v ja v on
jokaisen solmujen u ja w vdlisen polun solmu.
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Lause 2.18

Yhtendinen graafi G on separoituva tdsmadlleen silloin, kun graafilla G on
kaksi vahintddn kaksisolmuista aligraafia, joilla on tdsmadilleen yksi yhteinen
solmu ja joiden yhdisteend saadaan graafi G.
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Lause 2.18

Yhtendinen graafi G on separoituva tdsmadlleen silloin, kun graafilla G on
kaksi vahintddn kaksisolmuista aligraafia, joilla on tdsmadilleen yksi yhteinen
solmu ja joiden yhdisteend saadaan graafi G.

Seuraus 2.19
Yhtendisessd separoituvassa graafissa on ainakin kolme solmua.
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Lause 2.18

Yhtendinen graafi G on separoituva tdsmadlleen silloin, kun graafilla G on
kaksi vahintddn kaksisolmuista aligraafia, joilla on tdsmadilleen yksi yhteinen
solmu ja joiden yhdisteend saadaan graafi G.

Seuraus 2.19
Yhtendisessd separoituvassa graafissa on ainakin kolme solmua.

Lause 2.20
Jokaisessa vdhintddn kaksisolmuisessa graafissa on ainakin kaksi solmua,
jotka eivdt ole irrotussolmuja.
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2.7 Irrotus ja irrotusjoukko

Paitsi solmuja poistamalla graafi voidaan jakaa komponentteihin myo6s
sdrmid poistamalla.

Madaritelmé 2.16
Yhtendisen graafin irrotusjoukko on minimaalinen sdrmajoukko, jonka
poistaminen graafista jakaa graafin kahteen komponenttiin.
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2.7 Irrotus ja irrotusjoukko

Paitsi solmuja poistamalla graafi voidaan jakaa komponentteihin myo6s
sdrmid poistamalla.

Madaritelmé 2.16
Yhtendisen graafin irrotusjoukko on minimaalinen sdrmajoukko, jonka
poistaminen graafista jakaa graafin kahteen komponenttiin.

Yhtenéisen graafin G = (V, E) sdrméjoukko F C E on siis graafin G
irrotusjoukko, jos (i) G —F ei ole yhtendinen ja (ii) G — H on yhtendinen
aina, kun H C F (aito osajoukko). Graafilla voi siis olla useita
irrotusjoukkoja ja irrotusjoukoissa voi olla eri méaara sarmia.
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2.7 Irrotus ja irrotusjoukko

Paitsi solmuja poistamalla graafi voidaan jakaa komponentteihin myo6s
sdrmid poistamalla.

Madaritelmé 2.16
Yhtendisen graafin irrotusjoukko on minimaalinen sdrmajoukko, jonka
poistaminen graafista jakaa graafin kahteen komponenttiin.

Yhtenéisen graafin G = (V, E) sdrméjoukko F C E on siis graafin G
irrotusjoukko, jos (i) G —F ei ole yhtendinen ja (ii) G — H on yhtendinen
aina, kun H C F (aito osajoukko). Graafilla voi siis olla useita
irrotusjoukkoja ja irrotusjoukoissa voi olla eri méaara sarmia.

Madiritelma 2.17
Yksisdrmaistd irrotusjoukkoa sanotaan sillaksi.
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Esimerkki 2.10
Kuvan 2.16 graafin G irrotusjoukkoja ovat esimerkiksi joukot {e;, e},
{es,eq,e5), {e5, e} ja {eg}. Irrotusjoukko {ey} on silta.

Kuva 2.16. Yksinkertainen graafi G.
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Maaritelma 2.18

Olkoon {V;,V,} graafin G = (V, E) solmujoukon V jokin luokkajako. Télloin
niiden sdrmien joukko, joiden toinen paitesolmu on joukossa V; ja toinen
joukossa V,, on graafin G irrotus. Talle irrotukselle kdytetadn merkintaa
(VlJ VZ) .

Kuva 2.17. Nelisarmainen irrotus ({vy, vy, v3}, {V4, Vs, Ve })-
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Irrotus (V;,V,) on siis minimaalinen sdrméjoukko, joka jakaa graafin G
kahdeksi solmujoukkojen V; ja V, indusoimaksi graafiksi. Irrotuksen
sirmdjoukko ei kuitenkaan méaaraa joukkoja V; ja V, yksikésitteisesti, joten
irrotusta ei yleisesti voi esittdd pelkédstdan luettelemalla sen sdrmit.
Esimerkiksi kuvassa 2.18 irrotuksien ({vy, vy, Vs, Va4, V7, g}, {Vs, Ve }) ja

({v1,Vq, Vs, Va}, {Vs, Ve, V7, Vg }) sdrmét ovat samat, mutta solmujen luokkajaot
eroavat.

Kuva 2.18. Graafi, jossa kahta eri irrotusta vastaavat sirméajoukot ovat samat.
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Kuva 2.19. Kolmisdrméainen irrotus ({vy, vy, V4}, {Vs, Vs, Vg, V7, Vg, Vo }). TAMA
irrotus on my®os irrotusjoukko.
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Lause 2.21

Yhtendisen graafin G = (V, E) irrotus (V,,V,) on graafin G irrotusjoukko
tasmdlleen silloin, kun solmujoukkojen V; ja V, indusoimat graafin G
aligraafit (V;) ja (V,) ovat yhtendisid.

99



Lause 2.21

Yhtendisen graafin G = (V, E) irrotus (V,,V,) on graafin G irrotusjoukko
tasmdlleen silloin, kun solmujoukkojen V; ja V, indusoimat graafin G
aligraafit (V;) ja (V,) ovat yhtendisid.

Lause 2.22
Jos F on yhtendisen graafin G irrotusjoukko ja G, = (V,, E;) sekd G, = (V,, E,)
ovat graafin G — F kaksi komponenttia, niin F = (V;,V,).
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Lause 2.23
Yhtendisen graafin G irrotus on joidenkin graafin G erillisten irrotusjoukkojen
yhdiste.

Kuva 2.20. Irrotus {es, e,, eg, €5} on erillisten irrotusjoukkojen {e;, e, }
ja {eg, e} yhdiste.
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Lause 2.24
Graafin G kahden eri irrotuksen symmetrinen erotus on graafin G irrotus.
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Lause 2.24
Graafin G kahden eri irrotuksen symmetrinen erotus on graafin G irrotus.

Seuraus 2.25
Graafin G kahden erillisen irrotuksen yhdiste on graafin G irrotus.
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Lause 2.24
Graafin G kahden eri irrotuksen symmetrinen erotus on graafin G irrotus.

Seuraus 2.25
Graafin G kahden erillisen irrotuksen yhdiste on graafin G irrotus.

v

Vlo—gz————?g—— V3

33‘ e4 ’ 65‘ & |€7

V4o o “oV6
€ vy €

Kuva 2.21. Irrotus {e,, e,, e5, €4, €9} ON irrotusten {e,, e;, e4, €5, €6} ja
{eq, ey, €5, €0} symmetrinen erotus.
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Pelkka sdrmajoukko ei valttdmattd maaraa yksikasitteisesti myoskaan
kahden irrotuksen symmetrisend erotuksena saatavaa irrotusta. Olkoon
G = (V,E), kuvan 2.22 graafi, missa

V - {V19V21 V3, V4} ja E - {61)62} - {{Vlyvz}; {VB’V4}}'

G: e,
Vie— o V2

e
Vie—2 @ V4

Kuva 2.22. Graafi, jossa sarmijoukko ei valttdmatta maaraa yksikasitteisesti
irrotusta.
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Olkoon V; = {v;} ja V, = {v,y,v5,v,} sekd V; = {v5} ja V, = {v;, v,, v, }. Nyt
(Vi, Vo) ={e;} ja (V3, Vi) ={ey},

joten
(Vi, Vo) @ (V3, V) = {e;} @ {ey} = {ey, €5}

ja tama irrotus voi olla joko ({vy,vs}, {v,, v4}) tai ({vy, v}, {vo, v5}).

G: e,
Vie——e V2

e
Vie—2 @ V4

Kuva 2.22. Graafi, jossa sarmijoukko ei valttdmatta méaaraa yksikasitteisesti
irrotusta.
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Lause 2.26

Jos v on yhtendisen vdhintddn kaksisolmuisen graafin G = (V, E) solmu, niin
({v}, V\ {v}) on graafin G irrotus. Tamad irrotus on irrotusjoukko tdsmdlleen
silloin, kun G — v on yhtendinen (eli jos v ei ole irrotussolmu).

104



Lause 2.26
Jos v on yhtendisen vdhintddn kaksisolmuisen graafin G = (V, E) solmu, niin

({v}, V\ {v}) on graafin G irrotus. Tamad irrotus on irrotusjoukko tdsmdlleen
silloin, kun G — v on yhtendinen (eli jos v ei ole irrotussolmu).

Lopuksi voidaan vield todeta, ettd graafi G = (V, E) on kaksijakoinen

tdsmélleen silloin, kun on olemassa sellainen graafin G irrotus (V;,V,), etta
(V1,V,) = E.
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2.8 Yhtendisyysaste

Yhtendiset graafit voidaan luokitella sen mukaan, kuinka paljon graafista
voidaan poistaa solmuja tai srmid niin, ettd graafi pysyy vield yhtendisena.
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2.8 Yhtendisyysaste

Yhtendiset graafit voidaan luokitella sen mukaan, kuinka paljon graafista
voidaan poistaa solmuja tai srmid niin, ettd graafi pysyy vield yhtendisena.

Maaritelma 2.19

Graafin G (solmu)yhtendisyysaste k(G) on pienin maaréd solmuja, joiden
poistaminen tekee graafista epdyhtendisen tai yksisolmuisen.

Gl: Gz: G3:

VAN

Kuva 2.23. Yhtendisyysasteet k(G,) = 2, k(G,) = 2 ja k(G3) = 3.
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2.8 Yhtendisyysaste

Yhtendiset graafit voidaan luokitella sen mukaan, kuinka paljon graafista
voidaan poistaa solmuja tai srmid niin, ettd graafi pysyy vield yhtendisena.

Maaritelma 2.19
Graafin G (solmu)yhtendisyysaste k(G) on pienin maaréd solmuja, joiden
poistaminen tekee graafista epdyhtendisen tai yksisolmuisen.

Gl: Gz: G3:

VAN

Kuva 2.23. Yhtendisyysasteet k(G,) = 2, k(G,) = 2 ja k(G3) = 3.

Jos graafi G on epayhtendinen tai yksisolmuinen, niin x(G) = 0. Muussa

tapauksessa (G yhtendinen ja vahintdan kaksisolmuinen) x(G) > 1.
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Lause 2.28

Olkoon G yhtendinen graafi. Jos G on kaksisolmuinen tai siind on ainakin
yksi irrotussolmu, niin k(G) = 1. Muussa tapauksessa (G vdhintddn
kolmisolmuinen ja siind ei ole irrotussolmuja) x(G) > 2.

Kuva 2.24. Yhtendisyysasteet «(G,) = 3 ja k(G,) = 2.
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Lause 2.28

Olkoon G yhtendinen graafi. Jos G on kaksisolmuinen tai siind on ainakin
yksi irrotussolmu, niin k(G) = 1. Muussa tapauksessa (G vdhintddn
kolmisolmuinen ja siind ei ole irrotussolmuja) x(G) > 2.

Kuva 2.24. Yhtendisyysasteet «(G,) = 3 ja k(G,) = 2.

Lause 2.29
Jos n-solmuinen yksinkertainen graafi G on tdydellinen, niin k(G) =n—1.
Muussa tapauksessa k(G) < n—2.
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Maéritelma 2.20
Solmujoukko W C V on graafin G = (V, E) hajotusjoukko, jos G—W on
epdyhtendinen tai yksisolmuinen.
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Maéritelma 2.20
Solmujoukko W C V on graafin G = (V, E) hajotusjoukko, jos G—W on
epdyhtendinen tai yksisolmuinen.

Esimerkki 2.11
Kuvan 2.25 graafin G hajotusjoukkoja ovat esimerkiksi joukot W; = {v,},
Wy = {v,, V5, Vs, Vs} ja Wy = {vs,V5}.
G: v,
A A
V3
Vg

Kuva 2.25. Yksinkertainen graafi G.
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Graafin hajotusjoukko voi olla tyhja. Talloin graafi on epayhtendinen tai
yksisolmuinen. Jos G = (V, E) on epayhtendinen, mika tahansa joukko
W C V on graafin G hajotusjoukko.
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Graafin hajotusjoukko voi olla tyhja. Talloin graafi on epayhtendinen tai
yksisolmuinen. Jos G = (V, E) on epayhtendinen, mika tahansa joukko
W C V on graafin G hajotusjoukko.

Maaritelma 2.21
Graafi G on (vahintiaan) k-yhtendinen, jos k(G) > k (k € Z.).
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Graafin hajotusjoukko voi olla tyhja. Talloin graafi on epayhtendinen tai
yksisolmuinen. Jos G = (V, E) on epayhtendinen, mika tahansa joukko
W C V on graafin G hajotusjoukko.

Maaritelma 2.21
Graafi G on (vahintiaan) k-yhtendinen, jos k(G) > k (k € Z.).

Siis k-yhtendisessé graafissa jokaisessa hajotusjoukossa on vahintdan k
solmua. Edelleen, jos graafissa G on n solmua, niin G on korkeintaan
(n—1)-yhtendinen. Yhtendiset vahintdan kaksisolmuiset graafit ovat
1-yhtenaisia.
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Esimerkki 2.12

Kuvan 2.26 graafi G, on 1-yhtenédinen ja x(G,) = 1. Graafi G, on 1- ja
2-yhtendinen ja «(G,) = 2. Graafi G, taas on 1-, 2- ja 3-yhtendinen ja
k(G;) = 3.

Gl: Gz: G3:

. XX

Kuva 2.26. Yksinkertaiset graafit G, G, ja Gs.
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Seuraavat kaksi lausetta seuraavat suoraan lauseista 2.28 ja 2.29.

Lause 2.30
Olkoon G yhtendinen vdhintddn kolmisolmuinen graafi. Talloéin G on
2-yhtendinen tdsmadlleen silloin, kun graafissa G ei ole irrotussolmuja.

Lause 2.31
Jos n-solmuinen yksinkertainen graafi G on tdydellinen, niin G on

(n—1)-yhtendinen. Muussa tapauksessa G on korkeintaan (n — 2)-yhtendinen.
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Seuraavat kaksi lausetta seuraavat suoraan lauseista 2.28 ja 2.29.

Lause 2.30
Olkoon G yhtendinen vdhintddn kolmisolmuinen graafi. Talloéin G on
2-yhtendinen tdsmadlleen silloin, kun graafissa G ei ole irrotussolmuja.

Lause 2.31
Jos n-solmuinen yksinkertainen graafi G on tdydellinen, niin G on
(n—1)-yhtendinen. Muussa tapauksessa G on korkeintaan (n — 2)-yhtendinen.

Seuraava lause taas osoittaa, ettd graafin yhtendisyysaste ei voi olla
suurempi kuin minimiaste.

Lause 2.32
Graafin yhtendisyysasteen ja minimiasteen vdlilld on voimassa arvio

k(G) < 5(G).
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Kuva 2.27. Graafien minimiasteet ovat 6(G;) =2 ja 6(G,) =2 ja
yhtendisyysasteet ovat k(G,) = 2 ja k(G,) = 1.
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Lause 2.33
Jos n-solmuisessa graafissa G on m sdrmdd, niin k(G) < [2m/n].
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Lause 2.33
Jos n-solmuisessa graafissa G on m sdrmdd, niin k(G) < [2m/n].

Esimerkki 2.13
Kuvan 2.28 graafissa G on 5 solmua ja 8 sdrmaa, joten lauseen 2.33
perusteella k(G) <|16/5] = 3. (Itse asiassa k(G) = 2.)

G:

Kuva 2.28. Yksinkertainen graafi G.
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Lause 2.33
Jos n-solmuisessa graafissa G on m sdrmdd, niin k(G) < [2m/n].

Esimerkki 2.13
Kuvan 2.28 graafissa G on 5 solmua ja 8 sdrmaa, joten lauseen 2.33
perusteella k(G) <|16/5] = 3. (Itse asiassa k(G) = 2.)

G:

Kuva 2.28. Yksinkertainen graafi G.

Lause 2.34

Sdrmid n-solmuisessa k-yhtendisessd graafissa on vdhintddn [kn/2].
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Maiaéritelméa 2.22
Hararyn graafi Hy , (k < n) on graafi, joka muodostetaan seuraavasti. Jos k

on parillinen (= 2r), niin H, , = H,,, = (V, E), missa

V={vg,V1,-..,V;_1}

ja
E={{v,vj}|i#jjajoko|i—jl<rtailn—(i—j)l<r}.
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Maiaéritelméa 2.22
Hararyn graafi Hy , (k < n) on graafi, joka muodostetaan seuraavasti. Jos k
on parillinen (= 2r), niin H, , = H,,, = (V, E), missa

V={vg,V1,-..,V;_1}
ja
E={{v,vj}|i#jjajoko|i—jl<rtailn—(i—j)l<r}.

Jos k on pariton (= 2r + 1), mutta n on parillinen saadaan Hararyn graafi
H,, ., lisdédmaélld Hararyn graafiin H,, , sirmat

F={v}|i#ijali-jl=3}

= {{vo,v n/z},{Vp n/2+1}""1{vn/Z—lzvn—l}}'
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Jos sekd k (= 2r + 1) ettd n ovat parittomia, saadaan Hararyn graafi H,, ., ,
lisdamalla Hararyn graafiin H,, , sirmét

-1 1
F:{{vi,vj}|i=0,1,...,n2 jaj:i"'n; }

= {{v07 v(n+1)/2}3 {v1: V(n+1)/2+1}: [ER) {v(n—l)/ZJ Vn}},

missa v, = v,.
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Jos sekd k (= 2r + 1) ettd n ovat parittomia, saadaan Hararyn graafi H,,,, ,
lisdamalla Hararyn graafiin H,, , sirmét

. n . . . n+1
FZ{{Vi,VJ-}|l=0,1,..., jaj=i+ : }
= {{v07 v(n+1)/2}3 {vlﬁ v(n+1)/2+1}9 LER) {v(n—l)/Za Vn}},
missa v, = v,.

Hag: Hgg: Hggo:

Kuva 2.29. Hararyn graafit H, g, Hs g ja Hs o.
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Lause 2.35
Hararyn graafissa Hy , on [kn/2] sdrmdd.
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Lause 2.35
Hararyn graafissa Hy , on [kn/2] sdrmdd.

Lause 2.36
Oletetaan k,n € Z_, (2 < k < n). Tdlléin on olemassa yksinkertainen
n-solmuinen k-yhtendinen graafi, jossa on tdsmadlleen [kn/2| sdrmdd.
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Lause 2.35
Hararyn graafissa Hy , on [kn/2] sdrmdd.

Lause 2.36
Oletetaan k,n € Z_, (2 < k < n). Tdlléin on olemassa yksinkertainen
n-solmuinen k-yhtendinen graafi, jossa on tdsmadlleen [kn/2| sdrmdd.

Lause 2.37
Olkoon G yksinkertainen n-solmuinen graafi, jonka solmut on jdrjestetty niin,
ettd

deg(v,) < deg(v,) < --- < deg(v,).

Jos tdlloin k < n ja
deg(v;))>i+k—1

aina, kun 1 <i <n—1—deg(v,_i.1), niin G on k-yhtendinen.
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Esimerkki 2.14

Kuvan 2.30 graafissa G; solmujen lukuméara n on 6. Jos k = 3, niin k < n.

Edelleen n —1—deg(v,_41) =6—1—deg(v,)=6—1—4=1.Kuni=1,
niini+k—1=1+3—1=3 < deg(v,) = deg(v;). Siis graafi G, on
lauseen 2.37 perusteella 3-yhtendinen.

Kuva 2.30. Kolmiyhtendinen graafi G, ja kaksiyhtendinen graafi G,.
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Lauseen 2.37 ehtojen toteutuminen ei ole kuitenkaan valttdmaton ehto
k-yhtenéisyydelle. Esimerkiksi kuvan 2.30 graafi G, on 2-yhtendinen, vaikka
lauseen 2.37 oletukset eivét téssa tapauksessa ole voimassa.

G,: v,
Vi V3
Vg A

Vg

Kuva 2.30. Kolmiyhtendinen graafi G, ja kaksiyhtendinen graafi G,.
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2.9 Sarmayhtenaisyys

Miaritelma 2.23

Graafin G sdrmdyhtendisyysaste k'(G) on pienin maéri sdrmié, joiden
poistaminen tekee (vahintdan kaksisolmuisesta) graafista epayhtendisen.
Yksisolmuisen graafin sirméyhtenéisyysaste on nolla.

> TS ] IT%

Kuva 2.31. Sarméayhtenéisyysasteet x'(G,) = 1, «'(G,) = 2 ja k'(G;) = 3.
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Yksisolmuisen tai epayhtendisen graafin sarméiyhtendisyysaste on nolla.
Muulloin graafin sairméyhtendisyysaste on graafin vahdsarméaisimman
irrotuksen sdarmien lukumadaira ja sirméyhtendisyysaste on viahintaan yksi.
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Yksisolmuisen tai epayhtendisen graafin sarméiyhtendisyysaste on nolla.
Muulloin graafin sairméyhtendisyysaste on graafin vahdsarméaisimman
irrotuksen sdarmien lukumadaira ja sirméyhtendisyysaste on viahintaan yksi.

Maaritelma 2.24
Graafi G on k-sdrmdyhtendinen, jos k'(G) > k (k € Z,).

Siis ainakin k sdrmaé taytyy poistaa, jotta k-sirmayhtendinen graafi
muuttuisi epayhtendiseksi.
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Esimerkki 2.15

Kuvan 2.32 graafin G, sarmayhtendisyysaste on kaksi ja graafi on 1- ja
2-sarmayhtendinen. Graafin G, sdrmiyhtendisyysaste on yksi ja graafi on

1-sdrmayhtendinen. Graafin G, sdrméayhtendisyysaste on kolme ja graafi on
1-, 2- ja 3-sdrmayhtendinen.

G;: G,: Gj:
D %

Kuva 2.32. Yksinkertaiset graafit G, G, ja G5.
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Esimerkki 2.15

Kuvan 2.32 graafin G, sarmayhtendisyysaste on kaksi ja graafi on 1- ja
2-sarmayhtendinen. Graafin G, sdrmiyhtendisyysaste on yksi ja graafi on

1-sdrmayhtendinen. Graafin G, sdrméayhtendisyysaste on kolme ja graafi on
1-, 2- ja 3-sdrmayhtendinen.

Gyt G,: Gj:
D %
Kuva 2.32. Yksinkertaiset graafit G, G, ja G5.

Lause 2.38

Olkoon G graafi. Talloin yhtendisyysasteelle, sirmdyhtendisyysasteelle ja
minimiasteelle pdtee
x(G) < K'(G) < 5(G).
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Esimerkki 2.16

Kuvan 2.33 yksinkertaisille graafeille x(G,) = 2, k'(G;) =3, 6(G,) = 3,

K(Gy) =2, k'(Gy) =2, 6(G,y) =3, k(G3) = 1, k'(G3) = 2, 6(G3) = 3,

K(G4) =4 x'(6) =412 6(G,) =4

Kuva 2.33. Yksinkertaiset graafit G,, G,, G5 ja G,.
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Lause 2.39
Olkoon G sellainen yhtendinen yksinkertainen graafi, ettd

K'(G) < 5(G).

Talléin graafissa G on sellainen irrotus (V,,V,), ettd joukossa V; on solmu,
jolla ei ole vierussolmuja joukossa V,, ja joukossa V, on solmu, jolla ei ole
vierussolmuja joukossa V;.
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Lause 2.39

Olkoon G sellainen yhtendinen yksinkertainen graafi, ettd
k'(G) < 6(G).

Talléin graafissa G on sellainen irrotus (V,,V,), ettd joukossa V; on solmu,

jolla ei ole vierussolmuja joukossa V,, ja joukossa V, on solmu, jolla ei ole
vierussolmuja joukossa V;.

Lause 2.40

Olkoon G jokin sellainen n-solmuinen yksinkertainen graafi, ettd
6(G) = |n/2]. Talléin

k'(G) = 6(G).
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G4:@ ) @
Kuva 2.34. Graafeja, joiden sdrmayhtendisyysasteet ja minimiasteet ovat
yhtésuuret.
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2.10 Mengerin lause

Seuraavat kaksi versiota Mengerin lauseesta antavat yhteyden graafin
yhtendisyysasteiden ja solmuiltaan tai sarmiltdén erillisten polkujen
lukumaaran valilla.
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2.10 Mengerin lause

Seuraavat kaksi versiota Mengerin lauseesta antavat yhteyden graafin
yhtendisyysasteiden ja solmuiltaan tai sarmiltdén erillisten polkujen
lukumaaran valilla.

Lause 2.41

Yksinkertainen n-solmuinen graafi G on k-solmuyhtendinen (k < n)
tasmadlleen silloin, kun graafin G minkd tahansa kahden eri solmun vdlilld on
ainakin k solmuiltaan erillistd polkua (ts. kaikki vdlisolmut eri solmuja).
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2.10 Mengerin lause

Seuraavat kaksi versiota Mengerin lauseesta antavat yhteyden graafin
yhtendisyysasteiden ja solmuiltaan tai sarmiltdén erillisten polkujen
lukumaaran valilla.

Lause 2.41

Yksinkertainen n-solmuinen graafi G on k-solmuyhtendinen (k < n)
tasmadlleen silloin, kun graafin G minkd tahansa kahden eri solmun vdlilld on
ainakin k solmuiltaan erillistd polkua (ts. kaikki vdlisolmut eri solmuja).

Lause 2.42

Yksinkertainen n-solmuinen graafi G on k-sdrmdyhtendinen (k < n)
tdsmadlleen silloin, kun graafin G minkd tahansa kahden eri solmun vdlilld on
ainakin k sdrmiltddn erillistd polkua.
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Esimerkki 2.17

Kuvan 2.35 graafeilla x(G,) = 2, k(G,) =3, k(G;) =1, k'(G,) = 2,

k'(G,) = 3 ja k'(G;) = 2. Esimerkiksi solmujen u ja v vélilld on graafeissa G,
ja G5 kaksi sarmiltdan erillistd polkua ja graafissa G, kolme sarmiltddn
erillistd polkua.

Gs: u

/
/

Vv

Kuva 2.35. Graafeilla G,, G, ja G5 on eri yhtendisyysasteet.
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