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Luku 1

Vektoriavaruudet

1.1 Maaritelma

Maaritelma 1.1.1. Olkoon V epétyhja joukko, jossa on maédaritelty kaksi
operaatiota:

e yhteenlasku uw + v (kuvaus V x V. — V)
e skalaarilla kertominen ku (kuvaus R x V' — V).
Kolmikkoa (V, 4+, -) sanotaan vektoriavaruudeksi, jos

1) u+v=v+u (kommutatiivisuus eli vaihdannaisuus)

2) u+ (v+w)=(u+v)+w (assosiatiivisuus eli liitdnnéisyys)

3) eV :VueV:u+0=0+u=u (nolla-alkio)

5) k(u+v) =ku+ kv

6) (k+Du=*ku+lu
7) k(lu) = (kl)u

lu =u

(1)

(2)

(3) 3

(4) VueV:3—ueV:u+(—u)=(—u)+u=0 (vasta-alkio)
(5)

(6)

(7)

(8)

aina, kun w,v,w € V ja k,l € R. Alkioita w € V sanotaan wvektoreiksi.
Vektori 0 € V on nollavektori. Vektori —u € V on vektorin v vastavektorsi.
Lukua k£ € R sanotaan skalaariksi.

Huomautus. Kuten edella skalaarilla kertomista - merkitddn usein
k-u=ku.

Huomautus. Usein puhutaan vektoriavaruuden (V) +,-) sijasta lyhyesti vain
vektoriavaruudesta V.



Esimerkki 1.1.1. Euklidinen avaruus R™ on vektoriavaruus, jossa laskutoi-
mitukset ovat
U+ v=(u +v,..., U, + V)
ja
ku = (kuy, ..., ku,),

kun u,v € R" ja k € R. (Merkitdén u = (uq, ..., u,), missi uy, ..., u, € R.)

Esimerkki 1.1.2. Kokoa m X n olevien matriisien joukko R"™*"™ on vekto-
riavaruus laskutoimituksilla

A —+ B = [aij + bz]}
ja
kA = [kaij] s
kun A, B € R™" ja k € R. Kyseessd on ns. matriisiavaruus.

Esimerkki 1.1.3. Funktiojoukko
V={f]f:R— R kuvaus}

on vektoriavaruus laskutoimituksilla

(f +9)(x) = f(z) +g(x)
ja
(kf)(x) = k(f(2)),
kun f,g € V ja k € R. Kyseessa on ns. funktioavaruus. Merkitédan
V =R~

Esimerkki 1.1.4. Vektoriavaruuksia ovat myos mm. tiettyjen

e differentiaaliyhtaldiden

e differenssiyhtaloiden

e lineaaristen yhtaloryhmien
ratkaisuavaruudet.

Esimerkki 1.1.5. Olkoon V = R?. Madritellddn tissi joukossa laskutoimi-
tukset
u+ v = (ug + vy, uy + vg)
ja
ku = (k:ul, UQ),
kun u,v € R? ja k € R.
Onko V' vektoriavaruus?



Ratkaisu. Tarkastellaan maaritelman kohtaa (6). Nyt

(k+Du = ((k+ uy,us)

= (kuy + luy, ug),
mutta
ku + lu = (kuy, ug) + (lug, ug)
= (kuy + luq, 2us).
Talloin valitsemalla esimerkiksi vektori w = (0, 1) saadaan
(k+Du=1(0,1) #(0,2) = ku + lu.

Siis kohta (6) ei ole voimassa, joten V' ei ole vektoriavaruus.

Esimerkki 1.1.6. Olkoon V = R2. Madritelliin téssi joukossa laskutoimi-
tukset

u+ v = (u; + v1,0)
ja
ku = (kuq, kus),

kun u,v € R? ja k € R.
Onko V' vektoriavaruus?

Ratkaisu. Tarkastellaan méaritelman kohtaa (3). Tehddan vastaoletus,
ettd v = (v1,v2) on avaruuden V nollavektori. Télléin

u+v="u.
Toisaalta

u+v= (U,1,u2) + (01,02)
= (u1 +U1,0).

Talloin valitsemalla esimerkiksi vektori u = (0, 1) saadaan (riippumatta siit,
miké vy on)

u+v=(v,0) # (0,1) = u,

miké on ristiriita. Siis kohta (3) ei ole voimassa, joten V' ei ole vektoriavaruus.
Algebraa

Lause 1.1.1. Olkoon V' wvektoriavaruus. Silloin

(1) u+v=u+w = v=uw,

(2) Ou =0,

(3) kO =0,



(1) (—kyu = —(ku) = k(~w),
(5) ku=0 = k=0 tai u =0,

(6) ku=kv jak#0 = u=mv,

(7) ku=Ilu jau#0 = k=1

aina, kun w,v,w €V ja k,l € R

Todistus. Todistetaan kohta (6). Olkoon ku = kv ja k # 0. Silloin

ku = kv
kN ku) = k7 (ko)
(k7 'k)u = (k™ 'k)v

Todistetaan sitten kohta (7). Olkoon ku = lu ja u # 0. Silloin

ku = lu
ku + (—(lw)) = lu + (—(lu))
ku+ (—)u=0

(k+(=0)u=0
k+(=1)=0
k=1I.
Muut kohdat ovat harjoitustehtavia. O

Maaritelma 1.1.2. Olkoon V' vektoriavaruus. Silloin vektoreiden uw,v € V'
erotus on
u—v=u-+(-v).

Esimerkki 1.1.7. Olkoot f ja g reaalifunktiota. Voidaan todistaa, etté
(—9)(x) = —(g(x)). Néin ollen

(
= [(x) + (=9)(z)
= [(2) + (=g())
= f(x) — g(x)

Esimerkki 1.1.8. Olkoot A ja B m x n—matriiseja. Silloin

A—B=A+(-B) = [ay] + [~bij] = [aij + (=bi;)] = [aij — bi].



1.2 Aliavaruudet

Maéaritelméa 1.2.1. Olkoon V vektoriavaruus ja () # W C V. Silloin W on
avaruuden V' aliavaruus, jos W on vektoriavaruus avaruuden V operaatioiden
suhteen.

Lause 1.2.1 (Aliavaruuskriteeri). Olkoon V' wvektoriavaruus ja ) # W C'V
sen osajoukko. Silloin W on avaruuden V' aliavaruus, jos ja vain jos

(i) u+vel,
(ii) ku e W
aina, kun w,v € W ja k € R.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd W on avaruuden V aliavaruus. Talloin saa-
daan operaatiot

+: W xW—s>Wija-:RxW =W,

joten kohdat (i) ja (i7) ovat voimassa.

Oletetaan sitten, etté kohdat (i) ja (i7) ovat voimassa. Maaritelman
kohdat (1) ja (2) seké (5)—(6) ovat selvisti voimassa, koska ne pétevit alku-
perdisen avaruuden V' operaatioille. Pitéé siis tutkia kohtia (3) ja (4). Ole-
tuksesta seuraa, ettd rajoittamalla alkuperdisen avaruuden V' operaatioita
saadaan operaatiot

+: W xW—>Wija-:RxW =W

Nyt W # (), joten on olemassa jokin w € W. Talloin Ou € W ja Ou = 0,
joten 0 € W. Lisaksi kaikilla w € W patee, ettd (—1)u € W. Koska (—1)u =
—u, niin —u € W. n

Esimerkki 1.2.1. Vektoriavaruuden V' aliavaruuksia ovat esimerkiksi V' ja
{0}.
Esimerkki 1.2.2. Olkoon

W ={(z,2z) | x € R}.

Onko W avaruuden R? aliavaruus?

Ratkaisu. Selvisti ) # W C R% Olkoot sitten (s,2s), (¢,2t) € W ja olkoon
k € R. Silloin

(5,25) + (t,2t) = (s + 1,25 +2t) = (s +t,2(s +1)) € W

ja
k(s,2s) = (ks, k(2s)) = (ks,2(ks)) € W,
joten lauseen nojalla W on aliavaruus.
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Esimerkki 1.2.3. Olkoon
W ={(z,2¢+1) | x € R}.

Onko W avaruuden R? aliavaruus?

Ratkaisu 1. Olkoon (s,2s 4+ 1) € W. Jos s = 0, niin 2s + 1 = 1 # 0. Siis
0=(0,0) ¢ W, joten W ei ole aliavaruus.

Ratkaisu 2. Vektori (0,1) = (0,2-0+ 1) € W ja skalaari 2 € R. Kuitenkin
2(0,1) = (0,2) ¢ W,
joten lauseen nojalla W ei ole aliavaruus.

Esimerkki 1.2.4. Lauseen [I.2.T] avulla voidaan osoittaa, etta
n X n—diagonaalimatriisit muodostavat matriisiavaruuden R"*™ aliavaruuden.

Esimerkki 1.2.5. Lauseen avulla voidaan osoittaa, ettd polynomifunk-
tiot muodostavat funktioavaruuden {f | f : R — R kuvaus} aliavaruuden.

Esimerkki 1.2.6. Homogeenisen lineaarisen yhtaloryhmén
AX =0

ratkaisut muodostavat vektoriavaruuden R™*! aliavaruuden, ns. ratkaisuava-
ruuden.

Todistus. Selvisti ratkaisut muodostavat joukon R™ ! epityhjin osajoukon.
Olkoot X; ja X5 yhtdloryhmén ratkaisuja. Silloin

A(Xy + Xy) = AX; + AX, =0+ 0 =0,

joten X7 4+ X5 on yhtaloryhmén ratkaisu.
Olkoon sitten X yhtaloryhmén ratkaisu ja k& € R. Silloin

A(kX) = kAX = k0 = 0,

joten kX on yhtaloryhman ratkaisu. Siis lauseen ehdot tayttyvat eli
yhtaloryhman ratkaisut muodostavat aliavaruuden. ]

1.3 Virittijit
Maaritelma 1.3.1. Olkoon V' vektoriavaruus ja S = {vy,vs,...,v,} C V.
Merkitaan

hl’l(S) = {]{1’111 —+ /{2’1)2 + -+ knlvn ‘ kl, e kn € R}

Vektoreita
klvl + k2v2 + t + knvn

sanotaan vektoreiden vy, vo, ..., v, lineaarikombinaatioiksi.
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Lause 1.3.1. Olkoon V' wvektoriavaruus ja S = {vy,vs,...,v,} C V. Silloin
lin(S) on suppein avaruuden V' aliavaruus, joka sisaltdd joukon S.

Todistus. Osoitetaan ensin, etté lin(S) on aliavaruus. Sovelletaan aliavaruus-
kriteerid (lause [1.2.1)). Asettamalla ky = ko = --- = k, = 0 saadaan, etti
0 € lin(S), joten lin(S) # (. Koska vektoriavaruus on suljettu yhteenlas-
kun ja skalaarilla kertomisen suhteen, lin(S) C V. Siis aliavaruuskriteerin
perusehto () # 1in(S) C V' on voimassa.
Todistetaan sitten aliavaruuskriteerin ehdot (i) ja (ii). Olkoot u,v €
lin(5), ja olkoon k € R. Silloin
u+v= (kl’Ul + kQ’UQ + -+ kn’l)n) + (ll’l)l + l2v2 + -+ ln’l}n)
= (k1 +l)vy + (ko + )ve + - + (ky + 1) vy
€ lin(S)
ja
ku = k(kyvy + kova + -+ - + kpvy)
= (kk1)vy + (kko)vg + - - + (kkn)vn
€ lin(9),
joten lauseen nojalla lin(S) on aliavaruus.
Osoitetaan sitten, ettéd lin(.S) sisaltda joukon S. Olkoon wv; € S. Silloin
vi=00+ - +0v,_1 + 1v;, + OviJrl + -+ 0v, € hn(S),

joten lin(.9) sisdltédé joukon S.
Osoitetaan lopuksi, ettd lin(S) on suppein avaruuden V' aliavaruus, jo-

ka sisdltad joukon S. Olkoon W avaruuden V sellainen aliavaruus, ettda W
siséltaa joukon S. Valitaan mielivaltainen w € lin(.S). Siis

u = kv + kave + - - - + kpv,.
Nyt v; € W ja k; € R, joten k;v; € W aina, kun ¢ € {1,...,n}. Edelleen
talloin

kivy + kovo + - - - + kv, € W,
joten w € W. Siis lin(S) C W eli lin(S) on suppein avaruuden V' aliavaruus,
joka sisdltda joukon S. n

Maaritelmé 1.3.2. Vektoriavaruutta lin(S) sanotaan joukon S wirittamdksi
vektoriavaruudeksi. Merkitddn myos

span(.S) = lin(.S).
Esimerkki 1.3.1. Olkoot 2,5 € R? sellaiset, ettd ¢ = (1,0) ja 7 = (0,1).
Silloin
lin{¢,5} ={ki+1j | k,l € R}
={(k,0)+(0,0) | k,l e R}
={(k 1) | k,l € R}
=R?



Esimerkki 1.3.2. Olkoot d,u,v € R?\ {0} sellaiset, ettd u Jf v. Silloin
lin{d} = {sd | s € R}
on origon kautta kulkeva suora ja
lin{u,v} = {su+tv |t s R}

on origon sisaltavé taso.

1.4 Lineaarinen riippumattomuus

Maaritelmé 1.4.1. Olkoon S = {vy,...,v,} C V. Silloin S on lineaarisesti
riippumaton, jos

kkvi+---+kwvw,=0=Fk=---=k,=0.
Muussa tapauksessa S on lineaarisesti riippuva.
Esimerkki 1.4.1. Joukot {¢,7} C R?, {¢,5,k} CR? ja
{(1,0,0,...,0,0),(0,1,0,...,0,0),...,(0,0,0,...,0,1)} CR"
ovat lineaarisesti riippumattomia.
Esimerkki 1.4.2. Onko
S={(1,1,1),(1,2,-1)} € R®

lineaarisesti riippumaton?

Ratkaisu. Oletetaan, etté
kE(1,1,1)+1(1,2,—1) = (0,0,0).
Siis
(k,k,k)+ (1,21, —1) = (0,0,0)
(k+1,k+2,k—1)=(0,0,0).

Saadaan yhtaloryhma

k+ 1=0
k+20=0
k— 1=0,

josta ratkaistaan k = = 0. Siis .S on lineaarisesti riippumaton.

Esimerkki 1.4.3. Onko
S =1{(1,2),(5,6),(3,2)} € R?

lineaarisesti riippumaton?
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Ratkaisu. Oletetaan, ettéa
k1(1,2) + k2(5,6) + k3(3,2) = (0,0).
Siis
(k1,2ky1) + (Bko, 6ks) + (3ks, 2k3) = (0,0)
(k1 + 5ky + 3ks, 2k1 + 6ky + 2k3) = (0,0).

Saadaan yhtaloryhmaé
ky + 5ke + 3ks =0
2]431 —f- 61{32 + 2]€3 - O,

josta ratkaistaan ky = 2ks ja ko = —ks. Siis esimerkiksi
joten S on lineaarisesti riippuva.

Esimerkki 1.4.4. Olkoon V =RE = {f | f: R - R} ja S = {f,g} CV,

missa
f(z) =z ja g(z) = cosx.
Onko S lineaarisesti riippumaton?

Ratkaisu. Oletetaan, ettéa
kf+1g=0.

Siis

(kf +1g)(x) =0
kf(z) + lg(z) = 0
kxr+lcosx =0

aina, kun x € R. Téaten erityisesti

kO+ lcosO=0
k% +lcos 5 = 0.

Tasta saadaan ratkaistua k = = 0. Siis S on lineaarisesti riippumaton.

Esimerkki 1.4.5. Olkoot vektorit w,v € V lineaarisesti riippumattomia.
Todista, etta vektorit u + v, u — v € V ovat lineaarisesti riippumattomia.

Todistus. Oletetaan, etta
k(u+v)+l(u—v)=0.
Siis
ku+kv+lu—-Ilv=0
(k+Du—+ (k—1v=0,
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josta saadaan yhtaloryhma

k—1=0.

Tasta saadaan ratkaistua k = [ = 0. Siis S on lineaarisesti riippumaton. [J

{kz—f—l:O

Esimerkki 1.4.6. Olkoot u, v, z € V. Todista, etta vektorit u—v,v—z, z—
u € V ovat lineaarisesti riippuvia.

Todistus. Harjoitustehtava. O]
Lause 1.4.1. Olkoon S ddrellinen joukko, jossa on vihintddn kaksi alkiota.

(a) Joukko S on lineaarisesti riippuva, jos ja vain jos ainakin yksi sen vektori
voidaan esittid muiden sen vektorien lineaarikombinaationa.

(b) Joukko S on lineaarisesti riippumaton, jos ja vain jos mitidn sen vekto-
ria ei voida esittda muiden sen vektorien lineaarikombinaationa.

Todistus. Merkitdaan S = {vy,...,v,}, missa n > 2.
Todistetaan ensin kohta (a). Oletetaan ensin, ettd S on lineaarisesti riip-
puva. Maaritelman mukaan on olemassa sellaiset luvut kq, ..., k,, ettd

klvl+"'+knvn:07
missé k; # 0 jollain indeksin j € {1,...,n} arvolla. Télloin

—k'j’Uj = /{31’111 + -+ kj,lfvj,l + kj+1vj+1 + -+ k:n'vn

v, = kl'v kj_l'v kj“v knv
= e — J R L L
kj kj kj kj
Siis v; voidaan esittédén vektorien vy, ..., v;_1,v;41,. .., U, lineaarikombinaa-

tiona.

Oletetaan sitten, etta ainakin yksi joukon S vektori voidaan esittda mui-
den sen vektorien lineaarikombinaationa. Merkitdan, ettd tdmé vektori on
v;. Siis

v = kv + -+ kv F kv + -+ ko,
0="FKv +- - +k_1vj1 —v; + kjv0 + -+ kv,
0="Fkwv+ - +kjivj_1+ (—1)v; + kj1vj0 + -+ - + ko,

Nyt O on esitetty joukon S lineaarikombinaationa siten, ettd k; = —1 # 0,
joten S on lineaarisesti riippuva.
Kohta (b) yhtapitédva kohdan (a) kanssa. O

Huomautus. Yhden alkion joukko {wv;} on lineaarisesti riippuva, jos ja vain
jos v1 = 0.

Huomautus. Vektorit vy, ..., v, € R" ovat lineaarisesti riippuvia tasmaélleen
silloin, kun niistd muodostetun matriisin determinantti on nolla.
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1.5 Kanta

Maiaritelmé 1.5.1. Olkoon S = {vy,...,v,} C V (# {0}). Silloin S on
vektoriavaruuden V' kanta, jos

(1) S virittaa vektoriavaruuden V|
(2) S on lineaarisesti riippumaton.

Esimerkki 1.5.1. Joukko {z,j} on avaruuden R? kanta, joukko {¢, 7, k} on
avaruuden R? kanta ja joukko

{(1,0,0,...,0,0),(0,1,0,...,0,0),...,(0,0,0,...,0,1)}
on avaruuden R" kanta, ns. luonnollinen kanta.

Esimerkki 1.5.2. Joukko

S ={(1,2),(3,2)}
on avaruuden R? kanta.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd S virittdé avaruuden R2. Valitaan mielival-
tainen (z,y) € R? ja merkitdin

(x,y) = k(1,2) +1(3,2).
Saadaan yhtaloryhma

k+3l=x
{Qk + 2l =y,
josta saadaan ratkaistua
{k =—1r+3y
= =1y
Siis (x,y) € lin(S), joten lin(S) = R

Joukon S lineaarisen riippumattomuuden todistus on harjoitustehtava.

O
Esimerkki 1.5.3. Méarita yhtaloryhméan AX = 0 ratkaisuavaruus ja sen
kanta, kun
2 5 3 8
A= Ll 6 2 8]’
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Ratkaisu. Ratkaistaan yhtaloryhmé

21’1 + 5272 + 3133 + 8.T4 =0
4%1 + 61’2 + 21‘3 + 81’4 =0
{2:1:1 + 529 +3x3 +8x4 =0

201+ To— 3 =0

4ro + 423+ 814 =0

{2:151 + x9— T3 =0
Ty = —%l‘g — %l'g
{xl = —%xQ + %I‘g.

Nyt parametrisoimalla x5 = 2t ja x3 = 2s saadaan ratkaisuksi

rr=—t+ s
Ty = 2t
T3 = 2s
Ty =—1t— 8.
Siis ratkaisumatriisi X on

—t+s —t S —1 1
2t 2t 0 2 0
X=1 95 [T lo|T|as| = o|T*]|2
—t—s —t —S —1 —1

Tastd saadaan ratkaisuavaruus

-1 1
2 0
V=<t 0 + s 9 t,seR5,
~1 ~1
jonka kanta on

-1 1

2 0

5= 01]7]2
-1 -1

Esimerkki 1.5.4. Olkoon A kuten edellisessa esimerkissa. Tarkastellaan
lineaarista yhtaloryhmaa

AX = B,

missa



Talle yhtaloryhmalle saadaan helposti yksittaisratkaisu

O = O =

Edellisesta esimerkista puolestaan saadaan homogeenisen yhtaléryhman rat-
kaisu Xj,. Siis yhtaloryhmén AX = B ratkaisu on (harj.)
1 -1 -1

X=X,+X,= (1) +t 2 + s

0

0
0 2
-1 1

Esimerkki 1.5.5. Matriisiavaruuden R2*2 ”luonnollinen” kanta on

o]0 o] 1 o] b o)

Esimerkki 1.5.6. Olkoon S lineaarisesti riippumaton joukko. Silloin S on
avaruuden lin(S) kanta.

1.6 Dimensio

Maaritelméa 1.6.1. Olkoon V' vektoriavaruus. Jos avaruudella V' on &érel-
linen kanta, niin sanotaan, ettd V' on ddrellisdimensioinen (tai ddrellisulot-
teinen). Muussa tapauksessa V' on ddretondimensioinen (tai adretonulottei-
nen).

Esimerkki 1.6.1. Avaruus R" on &darellisdimensioinen ja avaruus
oo
R :{(al,ag,...)\al,ag,...ER}
on aaretondimensioinen.

Merkinti. Adrellisen joukon S alkioiden lukuméériad merkitién notaatiolla

|51,

Apulause 1.6.1. Olkoon V' wvektoriavaruus, S sen kanta ja
|S| =n < oc.

Olkoon S CV adrellinen. Tdalloin

(1) jos |S'| > |S| =n, niin S" on lineaarisesti riippuva,

(2) jos S" on lineaarisesti riippumaton, niin |S'| <|S| =n.
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Todistus. Todistetaan kohta (1). Oletetaan, etta |S’| > |S| = n. Merkitaan
S ={vy,...,v,} ja 8 ={w,...,w,}. Joukko S on kanta, joten jokainen
joukon S’ vektori voidaan lausua muodossa

w, = a1+ ... + ap1vY,
Wy = A12V1 + ... + ApaUy
Wy, = A1V1 + ..o+ G Uy,

Oletetaan, etté
k1w1++kmwm:O

Kirjoittamalla joukon S’ vektorit joukon S vektoreiden avulla saadaan

kl (a11v1 + ...+ CLnl’Un) —+
k’z(alg’vl 4+ ... + ang’Un) +

km(a1mvr + ... + apmv,) = 0,
joka voidaan edelleen muokata muotoon

(/ﬁan + ...+ kmalm)vl +
(krag) + ... + kpagy)vs +

(k:lanl + ...+ kmanm)'vn = 0.

Koska S on lineaarisesti riippumaton, niin edellinen yhtilé on yhtapitiava
seuraavan yhtaloryhman kanssa

Clllkl + algkg + ...+ almkm =0
aglk/‘l + (IQQICQ + ...+ G,ka‘m =0

anlkl + Clnzk‘g +... + anmk‘m =0.

Tuntemattomia muuttujia k; (m kpl) on oletuksen mukaan enemmaén kuin
yhtéloita (n kpl), joten yhtaléryhmaélla on epétriviaaleja ratkaisuja. Siis S’
on lineaarisesti riippuva.

Kohta (2) on loogisesti ekvivalentti kohdan (1) kanssa. O

Lause 1.6.1. Olkoon V' ddrellisulotteinen vektoriavaruus. Silloin sen jokai-
sessa kannassa on yhtd monta vektoria.

Todistus. Olkoot S ja S" avaruuden V' kantoja. Nyt S on kanta ja S’ lineaa-
risesti riippumaton, joten apulauseen [1.6.1| nojalla

|15 <151
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Vastaavasti S” on kanta ja S lineaarisesti riippumaton, joten apulauseen [1.6.1]
nojalla
1S < |57

Siis |S| = 5] O
Maaritelmd 1.6.2. Olkoon V' vektoriavaruus, S sen kanta ja |S| = n < occ.

Sanotaan, etta vektoriavaruuden V' dimensio (ulottuvuus) on n tai ettd V' on
n—dimensioinen (tai n—ulotteinen). Merkitédén

dim(V) = n.
Esimerkki 1.6.2. Esimerkiksi
dim(R") =n
ja
dim(R™*") = mn.
Jalkimmaisen todistus on harjoitustehtéva.

Esimerkki 1.6.3. Olkoon P,, korkeintaan n—asteisten polynomien vektori-
avaruus. Silloin sen yksi kanta on

{1, x, 2. , "},

joten
dim(P,) =n+ 1.

Esimerkki 1.6.4. Olkoot u,v € R3\ {0} sellaiset, ettd u Jf v. Silloin jos
V = lin{u}, niin
dim(V) =1,

ja jos U = lin{w, v}, niin
dim(U) = 2.

Apulause 1.6.2. Olkoon V ddrellisulotteinen vektoriavaruus ja dim(V') > 1.
Olkoon S vektoriavaruuden V' sellainen lineaarisesti riippumaton osajoukko,
joka ei virita avaruutta V. Olkoon v € V' \ 1in(S). Silloin SU{v} on lineaa-
risestt rigppumaton.

Apulause 1.6.3. Olkoon V ddrellisulotteinen vektoriavaruus. Olkoon S vek-
toriavaruuden V' sellainen dadrellinen osajoukko, joka virittid avaruuden V.
Oletetaan, etta joukon S jokin vektori v; voidaan esittia joukon S muiden
vektoreiden lineaarikombinaationa. Silloin S\ {v;} virittid avarvuden V.

Apulause 1.6.4. Olkoon' V' ddrellisulotteinen vektoriavaruus, ja olkoon dim(V') =
n. Olkoon S vektoriavaruuden V' sellainen ddarellinen osajoukko, joka virittdda
avarvuden V. Silloin |S| > n.
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Lause 1.6.2. Olkoon V vektoriavaruus, dim(V') = n ja S C V. Silloin jos
ehdoista

(1) lin(S) =V,

(2) S lineaarisesti riippumaton,
(3) 1S =n

kaksi on voimassa, niin S on kanta.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd kohdat (1) ja (2) ovat voimassa. Talloin maa-
ritelmén [1.5.1] nojalla S on kanta.

Oletetaan sitten, ettd ehdot (2) ja (3) ovat voimassa. Pitda siis osoittaa,
ettd lin(S) = V. Tehdddn vastaoletus, ettd on olemassa sellainen v € V,
ettd v ¢ lin(S). Téll6in apulauseen nojalla S U {v} on lineaarisesti
riippumaton ja apulauseen nojalla n + 1 = |[SU{w}| < n, mikd on
ristiriita. Siis vastaoletus on vaérin ja vaite pétee.

Oletetaan lopuksi, ettd kohdat (1) ja (3) ovat voimassa. Tadmén osan
todistus on harjoitustehtava. O]

Esimerkki 1.6.5. Olkoon u = (1,0) ja v = (1,1). Silloin
S ={u,v}
on avaruuden R? kanta.

Todistus. Koska |S| = 2, niin lauseen nojalla riittaa osoittaa, etta S on
lineaarisesti riippumaton. Oletetaan tata varten, etta

ku+Ilv=0.

Siis saadaan yhtalo

(k+1,1) = (0,0),
jonka ainoa ratkaisu on k =1 = 0, joten S on lineaarisesti riippumaton. [J
Lause 1.6.3. Olkoon V wvektoriavaruus, dim(V) =n ja S C V.

1. Jos S on lineaarisesti riippumaton ja |S| < n, niin joukko S wvoidaan
taydentid avaruuden V' kannaksi.

2. Jos lin(S) =V ja |S| > n, niin on olemassa joukon S osajoukko, joka
on avaruuden V' kanta.

Todistus. Luennoilla. O

Esimerkki 1.6.6. Joukko S = {%,% + j} on lineaarisesti riippumaton ja
S| = 2 < 3 = dim(R?), joten S voidaan tdydentdi avaruuden R* kannaksi.
Esimerkiksi

Suf{i+j+k}={ii+j5,i+j5+k}

on avaruuden R? kanta.
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Esimerkki 1.6.7. Olkoon S = {%,% + k, j, k}. Silloin lin(S) = R? ja |S| =
4 > 3 = dim(IR?), joten on olemassa joukon S osajoukko, joka on avaruuden
R3 kanta. Esimerkiksi

S'={i,5,k} C S

on avaruuden R3 kanta.

1.7 Koordinaatit

Lause 1.7.1. Olkoon V ddrellisulotteinen vektoriavaruus ja S = {v1,...,v,}
sen kanta. Silloin jokaista vektoria v € V' kohti on olemassa sellaiset yksika-
sitteiset luvut cq, ..., c, € R, ettd

V=Cv+ -+ Cc U,

Todistus. Kanta S virittaa avaruuden V', joten lukujen ¢y, . . ., ¢, olemassaolo
on selvi. Oletetaan, etta

V=V + -+ U,
ja
v=Fkvi+- -+ kv,
Viahentamalla nama puolittain saadaan
0=1(c1 —k))v1+ -+ (¢ — kp)v,.
Kanta S on lineaarisesti riippumaton, joten
Cl_kl :0,...,Cn—]€n:0,

mistéa edelleen seuraa, etta

C1 :kl,...,cn:k‘n.
Siis ¢y, ..., ¢, ovat yksikésitteiset. O]
Maaritelma 1.7.1. Olkoon V' vektoriavaruus ja S = {vy,...,v,} sen jdir-
jestetty kanta. Lauseen [I.7.1] skalaareja cq, . .., ¢, sanotaan vektorin v koor-

dinaateikst kannan S suhteen. Koordinaattivektor: kannan S suhteen on

C1
(v)s=|:| e R

Cn

Huomautus. Tasta lahtien kannasta puhuttaessa tarkoitetaan aina jarjestet-
tya kantaa.
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Huomautus. Vektori v = (vy,...,v,) € R" samaistetaan matriisin

U1
c Rnxl
Un,
kanssa. Siis merkitaan
U1
(U1, ..., 0n) =
Up,

Esimerkki 1.7.1. Joukot S; = {%,5} ja S2 = {(2,0), (0,3)} ovat avaruuden
R? kantoja. Silloin
v = (1,y) = vi +yj,

joten
T
(’0)51 - |]J] )
ja
T
v=(2,) = >(0,2) + 2(0,3),
joten

Huomautus. Jos kantaa ei erikseen mainita, tutkitaan luonnollista kantaa.

Esimerkki 1.7.2. Tarkastellaan avaruuden R?*? luonnollista kantaa
g_ 1 0 |0 1 0 0] [0 0
110 O[]0 O]’|1 O|’(0 1|~

c R4X1

Talloin

VRS
1
o
Qo
~__—
[95)
Il
QO

1.8 Kannan vaihto

Olkoot S = {vy,...,v,} ja " = {v},...,v,} kaksi vektoriavaruuden V'
kantaa. Silloin, kun v € V,

(v)s = P(v)s,

P=[(v)s ! (v2)sr 1. 1 (vn)s].

Matriisia P sanotaan kannanmuunnosmatriisiks: kannalta S kannalle S’.
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Todistus. Todistetaan tapaus n = 2. Olkoot S = {wvy,ve} ja S’ = {v}, v}
vektoriavaruuden V' kaksi kantaa. Merkitaan

v = av| + bv)
vy = cv] + dv),

jolloin
al .
X
Siis
a c
p- [b d] .
Merkitaan
v = kl’Ul + k’g’vg,
jolloin
_ |k
-
Nyt
V= kl’Ul + kz’l)g
= k1(av; + bvy) + ko(cv; + dvy)
= (kia + kac)vy + (k1b + kod) vy,
joten

_|ka+ kel  |a cf| |ki|
(v)s = [kleerd] = lb d} [kJ = P(v)s.
[
Esimerkki 1.8.1. Joukot S = {vy,v2} = {(1,1),(2,1)} ja &' = {v], v} =
{(1,0),(0,1)} ovat avaruuden R? kaksi kantaa. Silloin kannanmuunnosmat-
riisi kannalta S kannalle S” on

P=(v))s | (v2)s].

Nyt

vy = (1,1) = 1(1,0) + 1(0,1) = 10| + 1w},
joten

1
(vl)S’ - [1‘| )

ja

vy = (2,1) = 2(1,0) + 1(0,1) = 2v] + 10},
joten



Siis

Talloin esimerkiksi

o[ o

Lause 1.8.1. Olkoon P kannanmuunnosmatriisi kannalta S kannalle S’.

Silloin

(1) P on kddntyvd,
(2) P~ kannanmuunnosmatriisi kannalta S’ kannalle S.

Todistus. Kohdan (1) todistus sivuutetaan. Todistetaan kohta (2). Nyt

(’U)S/ = P(’U)S = P71<'v)31 = Pilp(’v)g
p=— P_l(’U)S/ (’U)S
=4 ('U>S =P ('U)SI.

[y
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Luku

Sisatuloavaruudet

2.1 Maaritelma

Maiaritelmé 2.1.1. Olkoon V' vektoriavaruus. Silloin kuvausta (-,-) : V' x
V' — R sanotaan sisdatuloksi, jos

(1) (u,v) = (v, u),
(2) (u+v,w) = (u,w) + (v,w),
(3) (ku,v) = k(u,v),

(4) (u,u) >0ja(u,u) =0 < u=0

aina, kun w,v,w € V ja k € R. Vektoriavaruutta sanotaan sisdtuloavaruu-
deksi, jos siind on madritelty sisatulo.

Esimerkki 2.1.1. Olkoon V = R" euklidinen avaruus. Maaritelldan
(u,v) =u-v=uv + -+ Uy,

missd u = (ug,...,u,) jav = (vy,...,v,). Silloin (-, -) on sisdtulo, ns. eukli-
dinen sisatulo, ja R™ on sisatuloavaruus.

Todistus. Oletetaan, ettd uw,v,w € V ja k € R. Talloin

(1) (wv) =u-v=v-u=(vu)

(2) (u+v,w) = (wtv)-w=u-w+v-w=(uw)+ (v,w),
(3) (hu,v) = (ku) -0 = k(u - v) = k{u,v),

4) (v,v)=v-v>0ja(v,v)=v-v=0 v=0.

23



Esimerkki 2.1.2. Olkoon V = R2. Silloin painotettu pistetulo
(u,v) = upvy + 2ugvy
on sisatulo.
Todistus. Oletetaan, ettd w,v,w € V ja k € R. Talloin
(1) (u,v) = ugvy + 2uavy = ViU + 2vus = (v, u).
Muut kohdat ovat harjoitustehtavia. O]

Esimerkki 2.1.3. Olkoon V = {f | f : R — R kuvaus} sopiva funktioava-

ruus. Talloin
b

(.9) = [ F@)g(a)da

a

on sisatulo.

Todistus. Sivuutetaan. O

2.2 Algebrallisia ominaisuuksia

Lause 2.2.1. Olkoon V sisdtuloavaruus. Silloin
(a) (0,v) = (v,0) =0,

(b) {u,v +w) = (u,v) + (u,w),

(c) (u,kv) = k{u,v)

aina, kun w,v,w €V ja k € R.

Todistus. Oletetaan, ettd u,v,w € V ja k € R. Osoitetaan ensin (a)-kohta.
Nyt
(0,v) = (04 0,v) = (0,v) + (0, v),
joten (0,v) = 0. Koska
(0,v) = (v,0),

niin (a)-kohta pétee.
Kohtien (b) ja (c) todistukset ovat harjoitustehtévia. O
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2.3 Pituus ja kulma

Oletetaan téstéd eteenpéin, ettd vektoriavaruus V' on aina sisdtuloavaruus.

Maaritelmé 2.3.1. Vektorin w normi (eli pituus) ||u|| on

el = (w, u)? = \/(u, u).

Vektoreiden u ja v vélinen etdisyys d(u,v) on
d(u,v) = [lu—vl|.

Esimerkki 2.3.1. Olkoon V = R" euklidinen avaruus. Talloin

N

lul| = (w, u)? = (u-u)? = (u

ja )

d(u,v) = [[u—v| = ((ug —v1)* + -+ (up — v,)?)2.

Esimerkki 2.3.2. Olkoon V = R? sisituloavaruus, jossa sisitulona on pai-
notettu pistetulo
(u,v) = uvy + 2ugvs.

|u| = (w,u)? = \Ju2 + 2u}.
1(1,1)] = V12 +2- 12 = V3.

Apulause 2.3.1 (Cauchy-Schwarz). Olkoot u,v € V. Silloin

Silloin

Esimerkiksi

(w,0)] < [u] o]
Todistus. Sivuutetaan. [
Esimerkki 2.3.3. Euklidisessa avaruudessa R" pétee
w-v| = [{u, v)] < [lu] [Jv]].
Lause 2.3.1. Olkoot w,v € V, ja olkoon k € R. Silloin
(1) |lull =0 ja flul| =0 < u =0,
(2) lkull =[] lu],

(3) ||lu+v| < ||lul + ||v|| (kolmioepiyhtdlo).
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Todistus. Kohtien (1) ja (2) todistukset ovat harjoitustehtévid. Todistetaan
kohta (3). Nyt

lu+ | = (u+ v, u+v)

= (u,u +v) + (v,u + v)

= (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,0)
= (u,u) + (u,v) + (u,v) + (v,v)
| {

[ul* + 2(u, v) + o]’

< Jlull® + 2wl o]l + [|v]*
(el + flol)?,

josta saadaan
lu+ vl < [lul] +[lv].

]

Maaritelma 2.3.2. Vektoreiden uw # 0 ja v # 0 vélinen kulma 6 maéritel-

laan kaavalla
cosf) = M, 6 € [0,7].
|l [lv]]

Huomautus. Oletuksen nojalla ||u||, ||v|| # 0, joten Cauchy-Schwarzin mu-
kaan
u, v
twv) gy,
[l ]

Siis maaritelma [2.3.2] on mielekés.

Maaritelma 2.3.3. Vektorit u ja v ovat ortogonaaliset (kohtisuorat), jos

(u,v) =0.
Merkitaan
u 1l w.
Lisdksi merkitdan
u LS,

jos w L v aina, kun v € S.

Huomautus. Vektorien vélisen kulman maéritelméasta seuraa, etté
T
ulv e = 5

kun u, v # 0.
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Esimerkki 2.3.4. Olkoon V = R? euklidinen avaruus. Silloin
(1,1) L (=1,1),

koska
((1,1),(=1,1)) =(1,1)-(-1,1) =0.

Itse asiassa
(17 1) 1 (—x,x)

aina, kun x € R, silla

Esimerkki 2.3.5. Olkoon V = R? varustettuna painotetulla pistetulolla

<’U,, ’U> = U1V + QUQUQ.

Silloin
(L,1) £(=1,1),

koska

((1,1),(-1,1)) =1(-1) +2(1-1) =1 #0.
Nyt

(1, D]l =v3=[|(-1,1)],

joten

B CRNCS) I Y

IO V33 3

Siis

0 =~ 70,5°.
Lause 2.3.2 (Yleistetty Pythagoraan lause). Jos u L v, niin
2 2 2
lw+o[|" = [lul” + [v].

Todistus. Oletetaan, ettd w L v. Talloin

||u+'u|| (u+v,u+v)
= (u,u +v) + (v,u + v)
= (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v)
= (u,u) + (u,v) + (u,v) + (v, v)
= [lull® +2(u, v) + |[v]*
= Jlull® +2-0+ ||
= [lul® + [|v]*.
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2.4 Ortonormaalit joukot

Maaritelma 2.4.1. Olkoon () # S C V. Silloin joukko S on ortogonaali
joukko, jos
ul v

aina, kun w,v € S, u # v. Jos lisiksi ||u|| = 1 aina, kun w € S, niin S on
ortonormaali joukko.

Huomautus. Usein sanotaan vain lyhyesti, ettd S on ortogonaali tai ortonor-
maali.

Esimerkki 2.4.1. Olkoon S ortogonaali ja 0 ¢ S. Silloin joukko
1
{u ues }
[[a]

Todistus. Harjoitustehtava. O]

on ortonormaali.

Esimerkki 2.4.2. Olkoon R? euklidinen avaruus. Téllsin joukko {2,7,k}
on ortonormaali. Yleisesti euklidisen avaruuden R" luonnollinen kanta on
ortonormaali.

Lause 2.4.1. Olkoon S = {vy,...,v,} avaruuden V ortonormaali kanta.
Silloin
u = <’U,, ’U1>’Ul + <’Ll,7 ’Ug>’02 Tt <u,vn>’vn

aina, kun uw € V.

Todistus. Oletetaan, ettd w € V. Koska S on avaruuden V kanta, vektori u
voidaan lausua muodossa

U =Cv + -+ Cc U,
Nyt saadaan, etta

(u,v;) = (101 + - -+ + LU, V;)
= c1(v1,0;) + -+ (v, V) + -+ Vg, V)
=04+ ||lvl|P 4+ e
=0+ +c+--+0

= C;,
missa ¢ € {1,...,n}. Talloin

u = (u,v1)v; + (U, V2)vs + - - + (U, v,)V,.
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Huomautus. Ortonormaalin kannan tapauksessa vektorille u saadaan koor-

dinaattivektori
(u,v)
(w)s=1| :
(u, v,)
eli ns. Fourier-kertoimet. Esimerkin [2.4.1] avulla saadaan, ettd vektorin
koordinaattivektori ortogonaalin kannan suhteen on

<’U,7'Ul>
2
lloall

(u)s =
(u,vn)
[[vn]?

Esimerkki 2.4.3. Olkoon R? vektoriavaruus ja S = {4, 7} sen ortonormaali
kanta. Talloin w = (uy, uz) voidaan lausua muodossa

u=(u-4)i+ (u-3)j.

Lause 2.4.2. Olkoon S = {vy,...,v,} ortogonaali joukko, ja olkoot
vy, ..., 0, # 0. Silloin S on lineaarisesti riippumaton.

Todistus. Oletetaan, etté
k?l’Ul—l—"'—ka’UmZO.

Silloin
(krv1 + - + kv, v5) = (0,v;) = 0,
kun i € {1,...,m}. Toisaalta

(kyv1 + - 4+ kpog, v;) = k1 (v, v;) + - + k(v v) + - + k(v v;)
= k04 -+ ki [Joi||> + - + k0

2
= ki [lve]|”,

joten yhdistamallé ndma yhtalot saadaan, ettd k; ||v;||> = 0, kuni € {1,...,m}.

Koska ||v;]|> # 0, niin k; = 0. Siis S on lineaarisesti riippumaton. O

Projektio

Maaritelma 2.4.2. Olkoon {vy,...,v,} avaruuden V' ortogonaali joukko,

missa vy, ..., v, # 0. Olkoon

W =lin{vy,...,vn}.
Vektorin w € V' projektio aliavaruudelle W on

u, v u, vy,
o) ()

2
[ [[om]l

projy (u) =
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Huomautus. Olkoon S vektoriavaruuden V' ortogonaali kanta ja R C S. Sil-
loin
PIOJiin(R) (u)

tarkoittaa, ettéd vektorin w koordinaateista héaviavét (eli saavat arvoksi 0) ne,
jotka vastaavat joukosta R pois jdaneité vektoreita.

Esimerkki 2.4.4. Olkoon V = R? W = lin{¢,j} jau = (2,9,2) = vt +
yJ + zk. Silloin

) u-t, u-j.
projyy (u) = —5t+ 3]
Il ]
=21+ YJ.
Lause 2.4.3. Olkoon w € V ja W = lin(S), missi S = {v,...,v,} on
ortogonaali joukko ja vy, ..., v, # 0. Silloin
(u — projy (u)) L W.

Todistus. Osoitetaan, etta

(u — projyy (u), w) = 0
aina, kun w € W. Harjoitustehtéva. O]

Lause 2.4.4. Jokaisella darellisulotteisella sisituloavaruudella (# {0}) on
ortonormaali kanta.

Gram-Schmidtin prosessi. Olkoon {uq,us, ..., u,} avaruuden V kanta. Or-
togonaali kanta {vy,vs, ..., v,} saadaan seuraavasti:

Vaihe 1. Asetetaan
V1 = U
ja
W1 = lin{'vl}.

Vaihe 2. Asetetaan

V2 = Ug — pijwl(UQ)
ja

Wy = lin{v, vy}

Vaihe 3. Asetetaan

V3 = U3 — Projyy, (us)
ja

W3 = hn{vl, V2, ’Ug}.
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Vaihe n-1. Asetetaan

Up—1 = Up—1 — prOjWn_g(un—l)
ja
Wn—l = lin{'vl, Vo, ... ,’Un_l}.
Vaihe n. Asetetaan
v, = U, — projWnil(’u,n).

Lauseen [2.4.3| perusteella joukko {v1, vs, ..., v,} on ortogonaali. Lauseen
mukaan se on lineaarisesti riippumaton, joten lauseen|1.6.2|nojalla se on
avaruuden V' kanta. Lopuksi normeerataan saatu ortogonaali kanta, jolloin
saadaan ortonormaali kanta

{ 1 1 1 }
V|, Vg, ..., ——Vp
[oa] " [Joa [[vn]]

Huomautus. Vektorit vy, vy, ..., v, voidaan vaihtoehtoisesti normeerata kus-
sakin eri vaiheessa yksi kerrallaan.

]

Esimerkki 2.4.5. Olkoon V =R3 ja S = {4,2+ j,% + 7 + k}. Ortogonali-
soidaan avaruuden R? kanta S.

Vaihe 1. Asetetaan

V1 =U = 1
ja

Wiy = lin{i}.
Vaihe 2. Asetetaan

Vy = Uy — Projyy, (u) = (£ +J) —i =7

ja
Wy =lin{s,j}.
Vaihe 3. Asetetaan

k.

v3 = U3 — projyy, (us) = (L +j + k) — (i + 5)

On saatu avaruuden R?® ortogonaali kanta {2, 7, k}. Tamé kanta on itse
asiassa ortonormaali, silla ||| = ||7]| = ||k|| = 1.
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Luku 3

Lineaarikuvaukset

3.1 Maaritelma ja perusominaisuuksia

Maaritelma 3.1.1. Olkoot U ja V vektoriavaruuksia. Kuvausta 7' : U — V
sanotaan lineaarikuvaukseksi, jos

(1) T(u+u')=T(u)+T(u),
(2) T(ku) = kT(u)
aina, kun u,u’ € U ja k € R.
Esimerkki 3.1.1. Olkoon
T:U—-U, T(u)=ku.

Voidaan osoittaa, ettd T' on lineaarikuvaus. Jos £ > 1, niin sanotaan, etta T’
on dilaatio. Jos 0 < k < 1, niin sanotaan, ettd 17" on kontraktio.

Esimerkki 3.1.2. Olkoon
T:R* = R% T(u)=T(u,uz) = (—ur,up).
Olkoot u, u’ € R?, ja olkoon k € R. Silloin

T(u+u') = T((ur,uz) + (uy, ujy))
= T(uy + uy, us + ub)
= (—uy — ul, ug + uy)

= (—ur, up) + (—ui, u5)
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ja

T(ku) = T(k(uy,us))
= T'(kuy, kus)
= (—kuy, kus)
= (k(—w1), kuy)
= k(—uq,uz)
= kT (uy, us)
= kT (u),

joten T on lineaarikuvaus.
Esimerkki 3.1.3 (Matriisikuvaus). Olkoon A m x n-matriisi. Silloin
T:R" 5 R™, T(u)=Au
on lineaarikuvaus, silla
Tu+u)=Au+u)=Au+ Au' = T(u) + T(u)

ja
T(ku) = A(ku) = k(Au) = kT (u).
Esimerkki 3.1.4. Olkoon A = I,. Silloin

=== [y 4] = o] o

joten T on identtinen kuvaus.

Lause 3.1.1. Olkoon T : U — V' lineaarikuvaus. Silloin
(a) T(0y) = Oy,

(b) T(—u) = =T(u),

(c) T(ur — uz) = T'(ur) — T(uz),

(d) T(kyuy + -+ kpuy) = k1T (uwy) + - + kT (uyy,)
aina, kun w,wy, ..., u,, € U ja kq,...,k, € R.

Todistus. Harjoitustehtava

Esimerkki 3.1.5. Onko
T:R? - R3, T(x,y)=(x+1,y+1,0)

lineaarikuvaus?
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Ratkaisu. Ei ole, silla
T7(0,0) = (1,1,0) # (0,0,0).
Esimerkki 3.1.6. Onko
T:R* =R T(x,y)=(ry,0,0)
lineaarikuvaus?
Ratkaisu. Lauseen kohta (a) on voimassa. Kuitenkin
T(1,1)+7T(1,1) = (1,0,0) + (1,0,0) = (2,0,0)
ja
T((1,1)+(1,1)) =T(2,2) = (4,0,0),
joten T' ei ole lineaarikuvaus.

Huomautus. Lineaarikuvaus tunnetaan taydellisesti, jos tunnetaan kantavek-
toreiden kuvat.

Todistus. Olkoon T : U — V lineaarikuvaus ja {wi,...,u,} avaruuden U
kanta. Olkoon u € U. Silloin w4 on muotoa

u = kiuy + -+ kg,
jolloin

T(u) =T(kyuy + - - + kouy)
= kT (ur) + - + kT (wy).

Kuvausten yhdistdminen

Maaritelma 3.1.2. Olkoon 77 : U — V, Ty : V. — W. Silloin yhdistetty
kuvaus 15 o T on

TooT):U—=W, (TyoTy)(u)=TyTi(u)).

Lause 3.1.2. Jos T ja Ty ovat lineaarikuvauksia, niin Ty o Ty on lineaari-
kuvaus.

Todistus. Méaritelman kohta (1) on harjoitustehtévi. Todistetaan koh-
ta (2). Oletetaan téatéd varten, ettd u € U ja k € R. Talloin

(T 0 T7) (ku) = To(T: (ku)
= TQ(k’Tl (’U,)
= kT5(T(u)
=k(Ty o T1)(u).

)
)
)
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Lause 3.1.3. OlkoonT : U — U jal:U — U, missi I(u) =u, kunu € U.
Silloin
Tol=1oT=T.
Todistus. Oletetaan, ettd w € U. Talloin
(ToI)(u) =T(I(u) = T'(u)
ja

(IoT)(u)=1I1(T(u)) =T(u).

Esimerkki 3.1.7. Olkoot T} : R? — R? ja Th : R? — R? sellaiset, etté

Tl(xay) = (:Ev _y)
ja

Ty(z,y) = (—=,y).
Silloin TQ @) T1 . RQ — RQ ja

(T o T1)(z,y) = Ta(Ti (2, y)) = Ta(z, —y) = (—z, —y).

3.2 Ydin ja kuva-avaruus

Maaritelma 3.2.1. Olkoon T : U — V lineaarikuvaus. Silloin kuvauksen T’

ydin on
ker(T) ={u e U | T(u) =0y}

ja kuvauksen T' kuva-avaruus on

ran(7) = {T'(u) | w € U}
={veV|uel:T(u) =}

Huomautus. Maaritelmasta [3.2.1] seuraa, etta
Oy € ker(T) ja Oy € ran(T).
Esimerkki 3.2.1. Olkoon

T:R* =R, T(x,y) =x+y.

Silloin
ker(T) = {(x,y) | T(z,y) = 0}
={(z,y) | r+y =0}
={(z,y) |y = —x}
— {(x,—x) ‘ x € R}



eli ydin on suora y = —x. Edelleen
ran(T) = {T'(z,y) | =,y € R}
={z+ylz,yeR}
=R
Esimerkki 3.2.2. Olkoon
T:R™" 5 R™™ T(A)=AT.
Silloin
ker(T) = {A e R™" | T(A) = 0}
= {AcR™"| AT =0}
= {0}.
Edelleen ran(7") = R™™ eli
VBeR"™™:3A e R™":T(A) = B.

Todistus. Valitaan mielivaltainen B € R™™. Olkoon A = BT, jolloin A €
R™*" " Silloin
T(A)=A"=(B""=B.

Lause 3.2.1. Olkoon T : U — V lineaarikuvaus. Silloin
(a) ker(T) on avaruuden U aliavaruus,
(b) ran(T) on avaruuden V aliavaruus.

Todistus. Todistetaan kohta (a) soveltamalla aliavaruuskriteerié (lause|l.2.1]).
Selvésti () # ker(T') C U. Oletetaan sitten, ettd u,u’ € ker(T) ja k € R. Nyt
oletuksen nojalla
T(u)=0jaT(u) =0,
joten
Tu+u)=T(u)+T(u)=0+0=0.
Siis u + u’ € ker(7T') eli kriteerin kohta (i) péatee. Edelleen

T(ku) = kT(u) = k0 =0,

joten ku € ker(7') eli kriteerin kohta (i7) on voimassa.

Todistetaan sitten kohta (b) ja kdytetdan myos tdhan aliavaruuskriteeria.
Selvasti () # ran(T') C V. Oletetaan, ettd v, v’ € ran(7T) ja k € R. Kohta (i)
on harjoitustehtava. Kaydaan lapi kohta (77). Oletuksen mukaan on olemassa
sellainen u € U, etté

T(u) =wv.
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Nyt
T(ku) = kT (u) = kv,

joten on olemassa sellainen v’ = ku € U, etté
T(u') = kv.
Siis kv € ran(T) eli kriteerin kohta (i7) pétee.
Esimerkki 3.2.3. Olkoon
T:R"—R™"T(X)=AX.
Silloin

ker(T) = {X € R" | T(X) = 0}
= {X €R" | AX = 0}

on homogeenisen lineaarisen yhtaloryhman AX = 0 ratkaisuavaruus.

3.3 Dimensiolause

Maéaritelméa 3.3.1. Olkoon T : U — V lineaarikuvaus. Silloin
(1) kuvauksen T' nulliteetti on dim(ker(T")),
(2) kuvauksen T aste on dim(ran(7T)).
Huomautus. Maéaritelldan, etté
dim({0}) = 0.

Lause 3.3.1 (Dimensiolause). Olkoon T : U — V' lineaarikuvaus ja
dim(U) = n. Silloin

dim(ker(T")) + dim(ran(T")) = n
eli kuvauksen T nulliteettin ja asteen summa on n.
Todistus. Jos n = 0, niin U = {0}. Télléin

ker(T') = {0} ja ran(T) = {0},

joten
dim(ker(T")) + dim(ran(7)) =0+ 0 =0 = n.

Oletetaan, ettd n > 0. Merkitaan

dim(ker(7)) = r.

37



Olkoon S = {uy,...u,} ytimen ker(7) kanta, jos r > 0, ja olkoon S = (), jos
r = 0. Jos r = n, niin lauseen [1.6.2| nojalla
ker(T) = U.
Talloin
T(U) = T(ker(T)) = {0},
joten dim(ran(7")) = 0. Siis

dim(ker(T")) + dim(ran(7T)) =

=n+0=n.

Oletetaan, ettd r < n. Nyt S on lineaarisesti riippumaton ja S C U.
Lauseen nojalla S voidaan tédydentad avaruuden U kannaksi. Olkoon

S U {uT+17

T

avaruuden U kanta. Todistetaan maaritelman mukaisesti, etta

S, = {T(ur+1)7 cee ,T(’U;n)}

on kuva-avaruuden ran(7") kanta.

ettd T'(u) = a. Merkitaan

Osoitetaan aluksi, ettd S’ virittda kuva-avaruuden ran(7") ts. ran(7)
lin(S"). Oletetaan ensin, ettd a € ran(7T'). Siis on olemassa sellainen u € U,

U =Cciu; + -+ ChUy,.
Nyt
T(u)=T(1ur + -+ cuy)

a = clT(ul) ++ CT‘T(U’V‘) + CT+1T(UT+1) + 1+ CnT(u )

a=0+-+0+c 1 T(Ups1)+ -+ T (uy)
a = criaT(Unyr) + -+ 6, T(uy),

joten a € lin(S"). Siis ran(7") C lin(S"). Koska S’ C ran(7') ja ran(7") on
vektoriavaruus, niin lin(S") C ran(7"). Siis ran(7’) = lin(S’) eli kohta (4)
patee.

Osoitetaan sitten, etta S’ on lineaarisesti riippumaton. Oletetaan, etté

kri1T(wpsq) + -+ kT (uw,) =0
Koska T on lineaarikuvaus, niin

T(kyprthysr + -+ + kptty) = 0
Siis

krp1tesy + -+ - + kpuy, € ker(T),
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jolloin se voidaan lausua ytimen kannan alkioiden lineaarikombinaationa.
Saadaan

S R ) A A T A L U
kiuy + -+ kou, — kr+1ur+1 - knun =0
kiug + -+ ke + (k) uegn + -+ (=kn)u, = 0.

Koska {us, ..., u,, ur11,...,u,} on avaruuden U kanta, edellisesta yhtalostéa
seuraa, etta

k= =ko= k== —ka=0.

Téastd saadaan edelleen, etté
kpy1 ==k, =0.

Téten S’ on lineaarisesti riippumaton.
On siis osoitettu, ettd S’ on kuva-avaruuden ran(7") kanta, joten

dim(ran(7)) = |S'| =n —r.
Liséksi S on ytimen ker(7") kanta tai ker(7') = {0} ja S = 0, joten
dim(ker(T")) = |S| =r.
Talloin
dim(ker(T")) + dim(ran(T")) =r+n —r =n.
Esimerkki 3.3.1. Olkoon

T:R* =R, T(xr,y)=x+y.

Silloin
ker(T) = {(z,—x) | x € R}
={z(1,-1) | x € R},
joten
dim(ker(7)) = {(1,-1)}| = 1.
Edelleen
dim(ran(7")) = dim(R) =1
ja

dim(U) = dim(R?) = 2.
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Esimerkki 3.3.2. Olkoon
T:R™" - R™™ T(A) = AT

Silloin
dim(ker(7")) = dim({0}) =0
ja
dim(ran(T")) = dim(R"*™) = nm.
Esimerkki 3.3.3. Olkoon
T:R" - R™ T(X) = AX.
Silloin ker(T") on yhtéléryhméan AX = 0 ratkaisuavaruus ja
dim(ker(T")) = n — dim(ran(7)).

3.4 Vektoriavaruuksien isomorfia

Maaritelma 3.4.1. Olkoon f: A — B kuvaus. Silloin f on injektio, jos
flar) = f(a2) = a1 = as.

Kuvaus f on surjektio, jos f(A) = B eli
Voe B:3a€ A: f(a) =.

Jos f on injektio ja surjektio, niin f on bijektio.

Lause 3.4.1. Olkoon T : U — V lineaarikuvaus. Silloin
T injektio < ker(T) = {0}.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd T on injektio. Olkoon u € ker(T). Silloin

T(u)=0
T(u) =T(0)
u=0.

Siis vain 0 € ker(T") eli ker(T") = {0}.
Oletetaan sitten, ettd ker(T") = {0}. Olkoon

T(u) =T(v)
Silloin
T(u)—T(v)=0
T(u—wv) =0,
joten u — v € ker(T'). Siis
u—v=0

joten T on injektio.

40



Esimerkki 3.4.1. Olkoon
T:R™" 5 R™™ T(A) = AT,

Onko T injektio?
Ratkaisu 1. Koska ker(7") = {0}, niin 7" on injektio.
Ratkaisu 2. Olkoon

T(A)=T(B)
Silloin
AT — BT
(AT =(BN)"
A=B

joten T on injektio.

Lause 3.4.2. Olkoon T : U — V lineaarikuvaus ja dim(V') = n. Silloin
T surjektio < dim(ran(T)) = n.
Todistus. Oletetaan ensin, ettd 7' on surjektio. Talloin ran(7") =V, joten
dim(ran(7")) = dim(V) = n.

Oletetaan sitten, ettd dim(ran(7')) = n. Téll6in kuva-avaruudella ran(T")
on sellainen kanta S, ettd |S| = n. Koska S C V, S on lineaarisesti riippuma-
ton ja |S| = dim(V'), niin S on avaruuden V kanta. Siis ran(7") = lin(S) =V,
joten T on surjektio. O

Lause 3.4.3. Olkoon T : U — V lineaarikuvaus ja dim(U) = dim(V) = n.
Silloin
T surjektio < T injektio.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd 7' on surjektio. Talloin
dim(ran(7")) = dim(V') = n,

joten
dim(ker(7")) = dim(U) — dim(ran(7")) =n —n = 0.

Siis ker(7') = {0}, joten T" on injektio.
Toinen suunta on harjoitustehtava. O

Maaritelma 3.4.2. Vektoriavaruudet U ja V ovat isomorfiset, jos on ole-
massa 1" : U — V| joka on bijektio ja lineaarikuvaus. Merkitdan

U~YV.

Kuvausta T' kutsutaan isomorfismiksi.
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Huomautus. Isomorfismissa alkioilla on 1-1-vastaavuus ja laskutoimitukset
séilyvat.

Esimerkki 3.4.2. Kuvaus

T:R* = R¥2 T(a,b,c,d) = lg 2]

on isomorfismi, joten

R* ~ R?*2,

Kuvaus
T:R*— Py, T(a,b,c) =a+bx + ca?

on isomorfismi, joten

R32P2.

Kuvaus
T : R? = lin{e”, e*}, T(a,b) = ae® + be*,

on isomorfismi, joten
2 . Tz 2z
R* ~ lin{e”, e**}.

Esimerkki 3.4.3. Olkoon det A # 0. Silloin kuvaus
T:R"—R"T(X)=AX,
on isomorfismi.

Todistus. Aiemmin ollaan jo todistettu, ettd T on lineaarikuvaus. Osoitetaan
ensin, ettd T' on injektio. Olkoon

Silloin

AX = AY
ATHAX) = ATHAY)
(ATTA)X = (ATA)Y

IX=1Y

X =Y,

joten T' on injektio. Osoitetaan sitten, ettd 1" on surjektio. Valitaan mielival-
tainen Y € R™. Olkoon X = A~'Y. Silloin

T(X)=AX = A(A7'Y) = (AA Y =1Y =Y,
joten T on surjektio. O

Huomautus. Lauseen [3.4.3] perusteella ylla riittéisi todistaa joko injektiivi-
syys tai surjektiivisuus.
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Lause 3.4.4. Olkoot U ja V darellisulotteisia vektoriavaruuksia. Silloin
U~V & dim(U) = dim(V).

Todistus. Oletetaan ensin, ettd U ~ V. Téalloin on olemassa isomorfismi
T :U — V. Kuvaus T on injektio, joten ker(7") = {0}. Siis dim(ker(7")) = 0,
jolloin

dim(ran(7")) = dim(U) — 0 = dim(U).

Toisaalta T' on surjektio, joten ran(7") = V. Siis dim(ran(7")) = dim(V),
jolloin saadaan, etté

dim(U) = dim(V).

Oletetaan sitten, ettd dim(U) = dim(V') = n. Olkoon S = {uy,...,u,}
avaruuden U kanta ja S = {vy,...,v,} avaruuden V kanta. Silloin saanto

T(u) =cv; + -+ + oy, kun u = cyuy + -+ - + cuy,
madrittelee isomorfismin avaruudelta U avaruudelle V' (harjoitustehtéavi).
Siis

U~V.
Esimerkki 3.4.4. Voidaan todistaa, etta
R* ~ R*? ~ Py ~ R**!

ja
R?* = {(z,y,2) € R® | 2 = 0}

seka
R = {(z,) € R? | y = 0} = {(z,5) € R* | 2 = O}.

Huomautus. Isomorfisuus ~ on ekvivalenssirelaatio.

Todistus. Harjoitustehtava. O]

3.5 Lineaarikuvaukset R" — R™
Olkoon A m x n—matriisi. Silloin
T:R"—R"T(X)=AX,

on lineaarikuvaus, ns. matriisikuvaus.
Tassa luvussa todistetaan, etta jokainen lineaarikuvaus 7' : R” — R on
matriisikuvaus ja ettd jokaisen kuvauksen matriisi on yksikésitteinen.
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Lause 3.5.1. Olkoon T : R™ — R™ lineaarikuvaus. Silloin

T(X)=AX,
missa
A=[T(er) I T(es) ... 1 T(e,)]
ja {e1, e, ..., e,} on avaruuden R™ luonnollinen kanta. Matriisia A sano-

taan kuvauksen 71" matriisiksi ta? luonnolliseksi matriisiksi.

Todistus. Merkitdan

ai a12 A1n
T(e) = || Tes) = | 2], Tle) = | "
A1 Am2 Amn
Siis
a1 aip ... A1n
A G21 Q422 ... Q2
Am1 Am2 ... Gmp

Todistetaan, ettd T'(X) = AX, kun X € R". Olkoot vektorin X koordinaatit
X1, %o, T3, ..., Ty Silloin

T 1 0 0
i) 0 1 0

X = |23 = I 0 + x5 0 + -4, 0 =z1€1 + x9€9 + -+ -+ T, €.
Ty 0 0 1

Silloin

T(X) = T(xlel + x0€9 + - - + xnen) = x1T<€1) + $2T(€2) + -t an(en)

ja
a1y + a1z + -+ Aiply
AX — a1 + amxz‘—l— crct Qop Ty
Am1T1 + A2l + * -+ + CGpTy
an aiz 1n
— a1 + 2 a22 bt 2n
am1 am2 Umn
=x1T(er) +x2T(e2) + - + 2,1 (ey),
joten T(X) = AX. O
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Lause 3.5.2. Olkoon

Ty:R" = R™ Ty(X) = AX,
ja

Tp:R" — R™ Tp(X)= BX.
Silloin

Th=1 & A= B.
Todistus. Oletetaan ensin, ettd A = B. Talloin
AX = BX,
kun X € R". Siis
Tu(X) = Tp(X),

kun X € R"”, joten Ty = Tp.
Toinen suunta on harjoitustehtava.

Esimerkki 3.5.1. Olkoon

T:R® - R T(X) = le +x2] .

€3

Kirjoita 7" muodossa
T(X)=AX,

ts. etsi kuvauksen 7" luonnollinen matriisi.

Ratkaisu. Matriisi A on
A=[T(e1) I T(es) | T(es)]
= |T() 1 T(5)  T(k)|

210
— 00 1)

Esimerkki 3.5.2. Olkoon
T:R"—-R"T(X)=X.

Silloin
T(X)=1IX.

Esimerkki 3.5.3. Olkoon

Th:R" = R™ T(X)=AX
ja

T :R' = R" T(X) = BX.
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Silloin

(Ta o Tp)(X) = Ta(Tp(X))
=Ta(BX)
— A(BX)
_ (AB)X.

Siis kuvauksen T’y o T luonnollinen matriisi on tulo AB.

Huomautus. Matriisien kertolaskun tavoin kuvausten yhdistaminen ei ole
kommutatiivinen eli yleisesti

TAOTB#TBOTA.

Esimerkki 3.5.4. Olkoon

()]
() 10

Geometrisesti tdma tarkoittaa laajennusta x—akselin suunnassa.

Silloin

Esimerkki 3.5.5. Olkoon

()]

2(]) = b Al

Geometrisesti tama tarkoittaa viistoutusta z—akselin suunnassa.

Silloin

Esimerkki 3.5.6. Olkoot T; ja Ty kuten edellisissd kahdessa esimerkissa.

HIEEE
EIEEE!
T men ()R-
S wen(f)-R R
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Esimerkki 3.5.7. Matriisi
A [0089 —sin 6’]

sinf cos®

valittaa kierron kulman 6 verran.

Esimerkki 3.5.8. Olkoon

() -[2)
“(E)-b )

Geometrisesti tamé tarkoittaa peilausta y—akselin suhteen.

Silloin

Esimerkki 3.5.9. Olkoon

() - [
ORI

Geometrisesti tdma tarkoittaa peilausta suoran y = x suhteen.

Silloin

Esimerkki 3.5.10. Olkoot 7T} ja T, kuten aiemmissa esimerkeissé. Koska

g -

HIEEE]
R RN

men () =1 ol Bl = 12
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3.6 Lineaarikuvauksen matriisi kantojen suh-
teen

Lause 3.6.1. OlkoonT : U — V lineaarikuvaus. Olkoon S = {uy,us, ..., uy}
avaruuden U kanta ja S" = {vy, vy, ..., v} avarvuden V' kanta. Silloin

(T'(u))s = [T]s,sf (u)s,

missa
[T}S,S’ = {(T(ul))s’ ! (T'(uz))s P! (T(un»S’} :
Todistus. Vrt. lauseen [B.5.1] todistus. |

Maééritelmé 3.6.1. Matriisi [T]g 5 on kuvauksen T' matriisi kantojen S ja
S’ suhteen.

Esimerkki 3.6.1. Olkoon
T:R"—-R"T(X)=AX.

Olkoon S avaruuden R™ luonnollinen kanta ja S” avaruuden R™ luonnollinen

kanta. Silloin
1] s =4

Ts. kuvauksen matriisi luonnollisten kantojen suhteen on kuvauksen luonnol-
linen matriisi.

Esimerkki 3.6.2. Olkoon

T:R® = R T(X) = [Ml ““"2] .

€3

Olkoon S = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} ja S" = {(1,0),(1,1)}. Silloin S on
avaruuden R? kanta ja S’ on avaruuden R? kanta. Miké on [T] 557
Matriisi [T g g on

(T(un)s | (T(w2))s | (T(us))s]

Nyt
T(uy) =T(1,0,0) = (2,0) = 2(1,0) + 0(1, 1),
joten
(T(w1))s = (2,0),
g T(uy) =T(1,1,0) = (3,0) = 3(1,0) + 0(1, 1),
joten

(T(uz))s = (3,0),
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" T(uz) =T(1,1,1) = (3,1) = 2(1,0) + 1(1, 1),
joten

(T'(us))s = (2,1).
Siis

n.- 27

Olkoon X = (2,1, 1). Silloin

X =1(1,0,0) + 0(1,1,0) + 1(1,1, 1),

joten
(X)s =(1,0,1).
Nyt
(T<X))S’ - [T]Sys/ (X)S
1
2 3 2
B lo 0 1] H
4
-1}
Toisaalta
T(X)=(51) =4(1,0) + 1(1, 1),
jolloin

(T(X))s = (4, 1).

Merkinta. Kun S = S’, merkitdan

Esimerkki 3.6.3. Olkoon
T:U—UT(u) =u.
Olkoon dim(U) = n ja S avaruuden U kanta. Silloin
(T(u))s = [T]g (u)s-

Siis
[T]s =1
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Kannan vaihto

Olkoon T : U — U lineaarikuvaus, ja olkoot S ja S’ aérellisulotteisen ava-
ruuden U kaksi kantaa. Silloin

(T(u))s = [T]g (u)s
ja
(T'(u)s = [T]g (u)s.

Toisaalta
P(U)S = (’U,)S/

P(T'(u)s = (T(u))s,

missd P on kannanmuunnosmatriisi kannalta S kannalle S’. Siis

P(T(u))s = [T]s P (u)s
(T(w)s = P~ ([T]g P (u)s)
(T(w))s = (P [T]g P)(u)s.

Naéin ollen
[T]s = p! [T]S’ P.

Maaritelma 3.6.2. Olkoot A ja B n x n—matriiseja. Silloin A on similaari-
nen matriisin B kanssa, jos on olemassa sellainen kaantyva matriisi P, etta

A= P 'BP.
Talloin merkitaan A ~ B.
Lause 3.6.2. Similaarisuus on ekvivalenssirelaatio.

Todistus. Tiedetdin, etti A = I 'AI, joten A ~ A eli similaarisuus on
refleksiivinen relaatio.

Oletetaan, etti A ~ B. Télloin A = P~!BP, jolloin B = (P~1)tAP~ !,
Siis B ~ A. Téten similaarisuus on symmetrinen relaatio.

Transitiivisuuden osoittaminen on harjoitustehtéva. O

Huomautus. Symmetrisyyden vuoksi voidaan sanoa, ettd A ja B ovat simi-
laariset.

Huomautus. Huomataan, etta

[T]s ~ [Tl
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3.7 Ominaisarvot ja ominaisvektorit

Maaritelma 3.7.1. Olkoon A n x n—matriisi. Silloin A € R on matriisin A
ominaisarvo, jos

dX e R"\ {0} : AX = )\X.
Vektoria X sanotaan ominaisarvoa A vastaavaksi ominaisvektoriksi.

Huomautus. Jos X = 0, niin on aina voimassa AX = A X.
Huomautus. Kutakin ominaisarvoa vastaa useita ominaisvektoreita.

Huomautus. Jos jokin ominaisvektori vastaa kahta kahta ominaisarvoa eli
AX = M X ja AX = X,
niin ndméa ominaisarvot ovat samat eli
AL = Ao
Esimerkki 3.7.1. Olkoon

Silloin

-l

Siis luku 3 on yksi matriisin A ominaisarvo ja vektori (1,2) yksi tatd omi-
naisarvoa vastaava ominaisvektori.

Lause 3.7.1. Olkoon A n x n—matriisi. Silloin A € R on matriisin A omi-
naisarvo, jos ja vain jos

det(A—AI)=0
eli
det(A — A) = 0.

Todistus. Nyt A on matriisin A ominaisarvo, jos ja vain jos

dX e R"\ {0} : AX = \X
SIX eR"\ {0} : AX = \X
SIX eR"\ {0} : AX —A[X =0
<3dX eR"\{0}: (A- X)X =0.
Kurssilla Lineaarialgebra 1A on todettu, ettd yhtdloryhmalla BX = 0 on

epatriviaali ratkaisu X # 0, jos ja vain jos det B = 0. Asettamalla B = A—\I
saadaan, etta

X e R\ {0}: (A—AD)X =0
& det(A— ) = 0.
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Lisaksi

det(A — AI
det(—1(A — A)
(—1)"det(A] — A
det(A] — A

)=0
)=0
)=0
)=0

Maaritelma 3.7.2. Olkoon A € R™*". Silloin
det(AI — A)
on matriisin A karakteristinen polynomi. Yhtéalo
det(A\I —A) =0
on matriisin A karakteristinen yhtdlo.

Huomautus. Karakteristinen polynomi det(A — A) on n. asteen polynomi,
joten silla on korkeintaan n reaalista juurta. Siis matriisilla A on korkeintaan
n ominaisarvoa.

Huomautus. Kompleksijuuria ei késitella talla kurssilla.

Huomautus. Olkoon n = 2. Silloin

det(M — A) =

A —ap —ai2
—a2 A —ag

= (/\ - an)()\ - CL22) — a120G21-

Esimerkki 3.7.2. Olkoon

3 2
kR
Silloin
A—3 =2
det()\[—A)—‘ 1 )\|
=A=3)A+2
=\ =3\ +2.
Nyt karakteristinen yhtalo on
N —3\+2=0,

josta saadaan A =1 tai A = 2.
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Esimerkki 3.7.3. Olkoon A = I,. Silloin

A—1 0
det(>\[2 — [2) = 0 N — 1‘ = ()\ — 1)2,
joten matriisin I, ainoa ominaisarvo on 1.
Esimerkki 3.7.4. Olkoon
-2 —1
=[5
Silloin
A2 1
det(A — A) = | 5 )\_2|
=A+2)(A—=2)+5
=M —4+5
=N+ 1.

Karakteristisella polynomilla ei ole reaalijuuria, joten matriisilla ei ole yhtaan
ominaisarvoa.

Esimerkki 3.7.5. Olkoon

1 2 3
A=12 2 2
3 2 1
Silloin
A—1 =2 -3
det( Al —A)=| =2 X—-2 =2
-3 -2 A-1
A—2 =2 -2 =2 -2 A=2
:(A_l)’ 9 /\—1‘_<_2)‘—3 )\—1’_3‘—3 9 ‘
=A=1)(A? =31 =2) +2(=2X —4) = 33X — 2) =\ —4)% — 12\
= A2 — 4\ —12).
Matriisin A ominaisarvot ovat siis 0, 6 ja —2.
Lause 3.7.2. Jos A on kolmiomatriisi, niin ominaisarvot ovat a1, s, . . . , Gpp,

eli diagonaalialkiot.

Todistus. Olkoon A kolmiomatriisi. Merkitdaan Al — A = B. Nyt b;; = —a;;,
kun i # j, joten B on kolmiomatriisi. Koska b; = A —a;;, kun i € {1,...,n},
niin

det(AM — A) =det B

= b11b22 T bnn
=A—an)A—an) (A= ap).
Tasta saadaan ratkaistua A = a11, A = a9, ..., A = app. O
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Lause 3.7.3. Similaarisilla matriiseilla on samat ominaisarvot.

Todistus. Todistetaan lause osoittamalla, ettd similaarisilla matriiseilla on
sama karakteristinen polynomi. Olkoon A ~ B. Silloin

det(A — A) = det(\] — P"'BP)
=det(A\AP™'P — P"'BP)
=det(P"Y(\P) — P (BP))
= det(P~'(\P — BP)
(
(
(
(

(

= det(P ') det(\[P — BP)
= det(P~ ") det((\ — B)P)
= det(P ') det(A\ — B)det P

(A
( )

= det(P~ ') det(\P — BP)
) det
) det

= P det(A — B)det P
= det(A — B).
[
Lause 3.7.4. Olkoon A € R™" ja A € R sen jokin ominaisarvo. Merkitddn
E\, ={X € R" | X on ominaisarvoa \ vastaava ominaisvektori } U{0}.

Silloin E\ on homogeenisen yhtaloryhmdan

AX =X
eli
(M —-A)X =
ratkaisuavaruus.
Todistus. Seuraa suoraan méaritelmista ja esimerkista [1.2.6] O]

Maaritelma 3.7.3. Joukko E) on ominaisarvon A\ ominaisavaruus.

Huomautus. Ominaisavaruus E) on avaruuden R™ aliavaruus.

3 2
A= [_1 O] |
Tamén matriisin ominaisarvoiksi saatiin aiemmin A = 1 ja A = 2. Ratkais-
taan yhtaloryhma

Esimerkki 3.7.6. Olkoon

ER R

o4



eli

Ratkaisuksi saadaan

joten
E,=F
={(z,y) eR* |y = —a}
= {(z,—7) e R* |z € R}
={2(1,-1) ¢ R?* | z € R}
= 1in{(1,-1)}.

Ratkaistaan sitten yhtaloryhméa
AX =2X

CRIs

3r 4+ 2y =22
—x = 2y.

eli

Ratkaisuksi saadaan
Tr = _2y7

joten
E\=F,
={(z,y) eR* |z = -2y}

={(-2y,y) eR* |y e R}
={y(-2,1) eR* |y e R}

= lin{(-2,1)}.
Esimerkki 3.7.7. Olkoon

A=

S O N

1
2
0

N O O

Matriisi A on kolmiomatriisi, joten sen ominaisarvot saadaan diagonaalilta.
Siis sen ainoa ominaisarvo on A = 2. Ratkaistaan yhtaloryhma

AX =2X
2 1 0| |z x
0 2 0f |yl =2y
0 0 2| |z z
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eli

20+ vy =2z
2y =2y
2z = 2z.
Ratkaisuksi saadaan
T=1
y=0, t,seR,
z=35
joten
x t 1 0
yl = |0 =t|0| +s|0|, t,seR.
z S 0 1
Siis
E\ = E3 =1in{(1,0,0), (0,0,1)}.
Lause 3.7.5. Olkoot A1, \o, ..., N\, matriisin A erisuuret ominaisarvot ja
V1, U, . . ., Uy, jotkin niitd vastaavat ominaisvektorit. Silloin {vy, vy, ..., vy}

on lineaarisesti riippumaton.

Todistus. Tehdaan vastaoletus, ettd {vy,vq,..., vy} on lineaarisesti riippu-
va. Koska vy # 0, niin {v;} on lineaarisesti riippumaton. Olkoon r suurin
sellainen kokonaisluku, etta

{’1)1,'02, s 71)7"}

on lineaarisesti riippumaton. Vastaoletuksen nojalla

1<r<m
ja
{,017172’ <oy Up,y v’r-i—l}
on lineaarisesti riippuva. Siis on olemassa sellaiset ki, ..., k.11, etté

kiyvy + -+ kv, =0
ja ainakin yksi k; # 0. Nyt

A(k]_v]_ + cte + kjr-}-llvr—‘,-l) - AO
kiAvy + -+ k1 Av, =0
k1o + -+ ki A 1ve41 = 0.

Toisaalta

Ag1(kivr + -+ k1 rg1) = A0
kiAo + -+ ki A 101 = 0.
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Vahentamalla edelliset yhtéalot puolittain saadaan

Ey\vr + -+ ki d10e — (Mo + - F ki A v01) =00
Fi(Ar = Agp)vr + -+ k(A — A1) v + Brpn (A — Ar)vr1 =0
ki(A = Ag)vr + -+ k(A — Arp1)v, = 0,

Koska {v,vs,...,v,} on lineaarisesti riippumaton,

kl()‘l - )‘T+1> == kr<)‘r - )\r+1) =0,
josta seuraa
Siis on oltava

kr—l—lvr—‘rl = 07

joten k.1 = 0. Tama4 on ristiriita, silla ainakin jokin k; # 0.
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