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Luku 1

Differentiaaliyhtalon kasite

Maaritelma 1.1. Differentiaaliyhtdlolla tarkoitetaan yhtaloa, joka koostuu
reaalimuuttujasta x, x:n reaaliarvoisesta tuntemattomasta funktiosta y ja
y:n derivaatoista 3/, ", ..., y™. Diff.yhtalon yleinen muoto on siis

F(z,y.9.y",...,y") =0.
Diff.yhtéalon kertaluku on funktion y korkeimman derivaatan kertaluku.

Esimerkki 1.1. Funktion F': R® — R, F(z1,22,73) = 71 + 3, MAArddma
differentiaaliyhtélo on

(1.1) r+y =0.
Yhtalon kertaluku on 1.

Huomautus 1.1. Differentiaaliyhtdld annetaan yleensd suoraan muodossa
(1.1) eiké funktion F' vilityksell.

Maaritelma 1.2. Diff.yhtaloa sanotaan n. kertaluvun lineaariseksi diff.yhté-
loksi, jos se voidaan kirjoittaa muodossa

an(2)Y™ + ap_y ()Y + .+ ay(2)Y + ao(z)y = b(z).

Funktioita a,(x),...,ao(z) sanotaan yhtalon kertoimiksi. Jos funktio b on
= 0, niin yhtaloa sanotaan homogeeniseks.

Esimerkki 1.2. Yhtilo (1.1)) on lineaarinen. Sen sijaan yhtalo
r+ )2 =0
ei ole.

Maaritelma 1.3. Osittaisdifferentiaaliyhtdlolld tarkoitetaan yhtaloa, joka
koostuu useasta muuttujasta, ndiden tuntemattomasta funktiosta ja funktion
osittaisderivaatoista.



Huomautus 1.2. Télla kurssilla tarkastellaan vain ns. tavallisia diff.yhtaldita,
ts. yhtaloita, joissa on vain yksi muuttuja.

Maaritelma 1.4. Funktio ¢ on diff.yhtalon
Flz,y,y,...,y™)=0
ratkaisu, jos se on valilla I (C R) n kertaa derivoituva ja
F(z, (), ¢ (x),...,0"(2)) =0 Vzel.
Esimerkki 1.3. Funktio y = e™ on yhtalon
Yy +y=0
ratkaisu koko reaaliakselilla. (Toteal)

Maaritelma 1.5. Jos ratkaisu annetaan muodossa y = ¢(z), sanotaan si-
ta eksplisiittiseksi ratkaisuksi. Jos sitd vastoin ratkaisu annetaan muodossa
g(x,y) = 0, niin ratkaisua sanotaan implisiittiseksi.

Esimerkki 1.4. Yhtilo 22 + %> = 1 on yhtilén 3y = —% implisiittinen
ratkaisu.

Huomautus 1.3. Differentiaaliyhtélolla on yleensa enemmaén kuin yksi rat-
kaisu, yleensa niitd on dareton méara. Esimerkiksi yhtalolld
y =

on dareton maara ratkaisuja, nimittain

1
yzixQ—i—C’, C eR.

Maaritelma 1.6. Jos on olemassa sellainen mielivaltaisia vakioita sisaltava
ratkaisufunktio, jonka erikoistapauksina saadaan "melkein"kaikki yksityisrat-
kaisut, sanotaan ko. ratkaisufunktiota yleiseksi ratkaisuksi. Ratkaisuja, joita
ei saada yleisesta ratkaisusta, sanotaan erikoisratkaisuiksi.

Esimerkki 1.5. Yhtilon 1

(V) +1= 7

yleinen ratkaisu on
(x—-CP+y*=1, CcR

Liséksi silld on erikoisratkaisut y = 1, y = —1. Esimerkiksi
$2 4 y2 =1

on yksityisratkaisu.



Maaritelma 1.7. Alkuarvotehtdvdssa diff.yhtdlon ratkaisulle on annettu li-
sdehto yhdessa pisteessé x. Reunaehtotehtdvdssd lisdehto on annettu useam-
massa kuin yhdessa pisteessa.

Esimerkki 1.6. Tehtava

' +y=0, y(0)=2, ¥(0)=0
on alkuarvotehtava. Tehtava

y'+y=0 y0)=0, ¥ () =1

on reunaehtotehtavi. Ratkaise tehtévit! Vihje: y = C)cosz + Cysinx on
yleinen ratkaisu.



Luku 2

Joitakin 1. kertaluvun
differentiaaliyhtaloita

2.1 Separoituva yhtalo

Maaritelma 2.1.1. 1. kertaluvun diff.yhtaloa sanotaan separoituvaksi, jos
se voidaan kirjoittaa muodossa

Y = fz)g(y),

misséd f on (jollakin avoimella vélilla I) jatkuva funktio ja g on (jollakin
avoimella vélilla J) jatkuvasti derivoituva funktio.

Lause 2.1.1. Tarkastellaan yhtdilod

(2.1) y = f(x)g(y),
missa f on avoimella vililld I jatkuva ja g on avoimella vdalilla J jatkuvasti
derivoituva. Olkoon J = (a,b), missd voi olla a = —oo tai b= oo, sekd

a=ayg<ay <<y <an =0,

missa ay, as, . .., a, ovat g:n nollakohdat. (Jos m = 0, niin g:lld ei ole nol-
lakohtia.) Silloin yhtallla (2.1) on erikoisratkaisut

y=a; (1=1,2,...,m)
valilla 1. Yhtalon (2.1) muut ratkaisut muodostuvat yhtdloiden
(2.2) v = flx)gly), a<y<as (=0,1,2,...,m),

kaikista ratkaisuista. Yhtalon (2.2)) ratkaisujen kuvaajat kulkevat suorien y =
a; ja y = a;1q1 valissi. Yhtdlon (2.2)) ratkaisu on muotoa

(2.3) / g‘(iz) — / f(w)dz.



Todistus. Oletetaan, ettd y = a;, missa a; on funktion g nollakohta. Silloin
y' =0 ja g(y) =0, ja niin ollen

Oletetaan sitten, ettd a; < y < a;11. Tamé kohta kasitelladn luennolla.
Yksikasitteisyyteen tarvitaan pykalan tuloksia. ]

Esimerkki 2.1.1. Yhtalo ' = 2zy(y—1) on separoituva. Sovelletaan lauset-
ta [2.1.1. Erikoisratkaisut ovat y = 0, y = 1. Etsitdén yleinen ratkaisu:

y = 2zy(y—1)
/
y(y —1)
d
/7y = /Qxdx
y(y —1)
1
In|Y | — 224+C, C'eR
Yy
y_l x2 C/ :E2
—| = e"e” =Ce", C>0.
Yy

Jaetaan tarkastelu 3 tapaukseen:
Tapaus 1. Olkoon y < 0. Silloin saadaan

1
Y= _ e, >0

1 1
Vo= e C>1lLzeR tai 0<C<1, |x|>\/ln6.

Tapaus 2. Olkoon 0 < y < 1. Silloin saadaan

—1
IS 2 et >0
Yy
L C>0, reR
= _— i .
Y 1+ Ce**’ ’

Tapaus 3. Olkoon y > 1. Silloin saadaan

1 [ 1
Yy = 1—76'@7327 O<C<]., |ZE”< 1116



Esimerkki 2.1.2. Yhtilo

voidaan ratkaista separoituvana

y = (Q+2)(14+y%), 1+y*#0
1 dy
AT
1+y?dx T
dy

542 = /(1+x)dz

1
arctany = x+§x2+C

1
y = tan(x+§x2+0).

2.2 Homogeenifunktioinen yhtalo

Maaritelma 2.2.1. 1. kertaluvun diff.yhtalé on homogeenifunktioinen, jos
se voidaan kirjoittaa muodossa

r-o(2)

missé f on (jollakin avoimella vililla) jatkuvasti derivoituva funktio.

Lause 2.2.1. Kun homogeenifunktioiseen yhtdiléon

(2.4 y=1(4). a0
x
tehdddn sijoitus u = ¥, muuntuu se separoituvaksi yhtdloksi
, 1
2.5) o' = () )

Yhtdlon ratkaisut y : I — R, 0 &€ I, saadaan muodossa
y(r) =zu(z), zel,
missd u : I — R kdy lapi kaikki yhtalon ratkaisut.

Todistus. Tarkastellaan yhtaloa . Merkitédén v = y/x, jolloin y = ux ja
edelleen v’ = u+u'z. Talloin yhtalo tulee muotoon u+u'z = f(u), joka
on yhtapitavi yhtalon kanssa. Siis yhtilon ratkaisut ovat y = uz,
missi u kiy lipi yhtalon ratkaisut. O



Esimerkki 2.2.1. Yhtilo

y+/r2+y2—ay =0, x>0,

on homogeenifunktioinen, silld se voidaan kirjoittaa muodossa
+ZZ X2 2
y = =ty 1+(i)

Sijoitetaan u = ¥, jolloin ¢’ = (ux)’ = v'z + u. Saadaan

vr4+u = u+V1+u?
VI -2
uo= vitw (V14 u?>0).
x

Kyseessd on separoituva yhtalo. Ratkaistaan se seuraavalla tavalla:

du dx
[av=- 1%
In(u++vV1+u?) = Inlg|+C=Inz+C
u+V1i+uw2 = 2 =Cz, C>0

2
L l—i-(y) = Cz
T

T
y+/a2+y? = Ca2
Esimerkki 2.2.2. Yhtilo

,_ Yty —a
V="
T

(2.6) . 10,

on homogeenifunktioinen, silla se voidaan kirjoittaa muodossa
2
y = (y) +2
x x
Sijoitetaan u = ¥, jolloin 3 = (ux)" = w'x 4 u. Siis
vr+u = udu—1

u? —1
2.7 e
27) o=

Kyseesséd on separoituva yhtélo.

Erikoisratkaisut: v = 1 tai v = —1 valilld I, missd [ = (0,00) tai [ =
(—00,0). Siis yhtalolla on erikoisratkaisut y = x tai y = —x valilla I,
missa [ = (0,00) tai [ = (—00,0).

10



Yleinen ratkaisu:

) -

A. Tapaus I = (0, 00).

1

x
1
/fd:v
x
In|z| +C’
Inz?4+2C" =lnz>+InC, C>0

Cz% C>0.

1° Olkoon u > 1 eli £ > 1 eli y > . Silloin

u—1
u—+1
¥_1

+

L 8k
8 =

<
+

Xz

= C2%, C>0,
= COz?

= C2%

20 Olkoon —1 < u < 1 eli —z <y < z. Silloin

u—1
u+1
Yy—x
y+x

3% Olkoon u < —1 eli y < —x. Silloin

u—1
u+1
Yy—
Yy+x

= —Cz2% C>0,
= —C2%
= Cz?, C>0,
= Cz2

B. Tapaus I = (—o0,0) késitellddn vastaavasti.

2.3 Eksakti differentiaaliyhtalo

Tarkastellaan yhtaloa

(2.8)

M(z,y) + N(z,y)y’ = 0.

11



(Usein ([2.8]) kirjoitetaan differentiaalimuodossa
M (z,y)dz + N(z,y)dy = 0.)

Yhtaloa (2.8)) sanoaan eksaktiksi, jos on olemassa sellainen funktio F'(z,vy),
etta

aFéZ’y) = M(z,y),
(2.9) 8Fg;‘,y) = N(xz,y).

Silloin (2.8]) voidaan kirjoittaa

OF(x,y)  OF(zy) ,
ox * dy y=0

eli

d
ZF —0.
o (z,y) =0

Siis

F(z,y)=C, CeR.
Lause 2.3.1. Olkoon yhtilo (2.8) eksakti (suorakulmiossa S C R?) ja olkoon
F sellainen funktio, ettd yhtdldt (2.9) toteutuvat (suorakulmiossa S). Silloin
yhtdlon (2.8)) ratkaisu on

F(z,y)=C, CeR.

Lause 2.3.2. Oletetaan, ettd funktioilla M ja N on jatkuvat ensimmdiset
osittaisderivaatat (suorakulmiossa S). Silloin yhtdlo (2.8) on eksakti (suora-
kulmiossa S), jos ja vain jos
OM  ON
dy  Ox’
Todistus. (=) Oletetaan, ettd yhtdlo (2.8) on eksakti. Silloin on olemassa
sellainen funktio F(x,y), etta
OF _,, OF
ox oy

(2.10)

= N.
Néin ollen
°F oM 9*F _ON
oyox Oy’ Oxdy Ox

Derivoimisjarjestyksen vaihtamisen sallivien ehtojen nojalla

O’F  O°F
Oydx  OxOy
eli
OM  ON
Oy Or
(<) Oletetaan kaanteisesti, ettd yhtalo on voimassa. Sivuutetaan.

]

12



Esimerkki 2.3.1. Tarkastellaan yhtaloa

3z°Infa| + 2% +y+ x_y =0.

M N

1. Nyt
oM  ON

Oy Or
Siis yhtélo on eksakti.
2. Etsitaan funktio F'. Ratkaistaan yhtélopari

9F = 32’Inz|+2%+y
oy :

Yhtaloparin ensimmaisen yhtalon perusteella
3 L g 14
F(e,g) = o Info] = 0% + 32+ yo + (o).

3

Nain ollen yhtéaloparin toisen yhtalon perusteella

r+¢(y) =z
eli
ply) =C"
Taten
F(z,y) = 2*In|z| + yz
esimerkiksi.

3. Ratkaisu on
2*In|z| +yx = C.

Esimerkki 2.3.2. Tarkastellaan yhtaloa

(32% + 4xy) dv + (22° + 2y) dy = 0.
—_———

——_— ———
M N
1. Nyt
o _oN
oy o0

Siis yhtélo on eksakti.
2. Etsitaan funktio F'. Ratkaistaan yhtélopari

8—5 = 322 + 4wy
O _ 9249
oy Y-

Yhtaloparin ensimmaisen yhtélon perusteella

F(a,y) = 2° +22°y + ¢(y).

13



Néin ollen yhtaloparin toisen yhtalon perusteella

22° + ¢'(y) = 22° + 2y

eli
ely)=y>+C".
Taten
F(z,y) = 3 4 222y + o
esimerkiksi.

3. Ratkaisu on
w3+ 2%y + P =C.

2.4 Integroivan tekijan menetelméa
Tarkastellaan yhtaloa
(2.11) M(z,y) + N(z,y)y =0,

joka ei ole eksakti. Integroivan tekijin menetelméassa pyritdan loytdmaan
sellainen funktio p(z,y), ettd yhtélo

(2.12) p(x, y) M (x,y) + p(z, y)N(z,y)y =0

on eksakti. Talloin yhtalon sijasta ratkaistaankin yhtalo . On
kuitenkin huomattava, ettd yhtaloiden (2.11) ja ratkaisut eivét aina
ole samat.

Funktiota p(z,y) kutsutaan integroivaksi tekijaksi. Talla kurssilla tarkas-
tellaan vain sellaisia tapauksia, joissa l0ytyy vain x:sta tai vain y:sta riippuva
integroiva tekija.

Esimerkki 2.4.1. Tarkastellaan yhtaloa

(2.13) 2xy + (y* — 32%)y' = 0.
M N
Nyt
oM ON
Ay D o “

joten yhtalo ei ole eksakti.

Pyritaan 16ytamaéan integroiva tekija p niin, etté

w(x, y)2xy + pz, y)(y> — 32%)y = 0.

14



Pitas olla

o o

a—y?xy +p2r = %(y2 — 32%) — pbx
1 9p 1op, , 2
“Wory+or = ~ -3
oy xy + 2x ,u@a:< x)

10 10

——'u(yQ — 32%) — ——'u2xy = 8u.

i ox Oy

Loytyyko vain x:sta riippuva integroiva tekija?

19p, 4 2
—— (=3 = 8
o (y~ — 327 x
LU
poxr — y?— 32 Yy
Loytyyko vain y:sté riippuva integroiva tekija?
10u —8r —4
—— = S —=— loytyy
Oy 2rzy y
I eff%dy _ 6—41n\y| — y—4
Saadaan yhtalo
2z y*—32% ,
v P

Esimerkki 2.4.2. Tarkastellaan yhtaloa

- ] _ /:
\y/dx\/:_v/dy =0 (eli y—ay" =0).
M
Nyt
oM ON
. = 17 _ = 7,
dy ox

joten yhtalo ei ole eksakti.
Pyritaan 16ytamaéan integroiva tekija p niin, etté

w(z, y)ydr — p(z,y)zdy = 0.

Pitéa olla
é;;j?J+M = —gg:v—,u
;gﬁjy—!—l = —;g/;x—l
ig’:y—i— ;g/;x = -2

15



Loytyyko vain x:sta riippuva integroiva tekija?

10u -2 .
- = 16ytyy
i Ox x
L= e—f%dw _ e—21n|:c| _ x—2.

Saadaan eksakti yhtélo

1
—dr——dy = 0
x

F(z,y) = _Y,

Ratkaisu on y = Cz, missa x > 0 tai = < 0. (Toteuttaa yhtélon myos, kun
x = 0. Toteal)

Huomautus 2.4.1. Edellisen esimerkin yhtalo voidaan ratkaista myos hel-
pommalla tavalla.

2.5 Lineaarinen differentiaaliyhtalo
Maaritelma 2.5.1. 1. kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtilé on muotoa
(2.14) y' +a(z)y = b(x),

misséd funktiot a ja b ovat (jollakin avoimella valilld) jatkuvia funktioita.

Lause 2.5.1. Diff.yhtdlon (2.14) yleinen ratkaisu on

(2.15) y = e Jo@d ( / e 9@y () dy 4 C)

(missd [a(x)dx ja [ el a@depy()dx tarkoittavat integroitavan funktion erdstd
primitiivid).

Todistus. Kerrotaan yhtalo 1' puolittain lausekkeella eJ ala)de (£ 0), jol-
loin saadaan
y/ef a(z)dx + a(m)yef a(z)dr _ b(:r;)ef a(ac)d:r.

Osittaisderivointisaénnon perusteella
(yef a(z)dw)/ _ b<x)€f a(x)dz
Integroimalla saadaan
yefa(x)d:r: _ /b(l,)efa(x)dxdx Y C,
joka yhtapitava yhtéalon kanssa. O

16



Esimerkki 2.5.1. Ratkaistaan lineaarinen yhtalo
v +ay=0, acR,

soveltamalla lauseen todistuksen ideaa:

efadxy/+6fadxay = 0
<€fada:y)/ = 0
ef“dxy = (C, (CeR,
eazy = C
y = Ce .

Esimerkki 2.5.2. Ratkaistaan lineaarinen yhtalo

, 1
y+—-y=z, x>0,
T
soveltamalla lauseen todistuksen ideaa:
€f %dzy/ + ef %dzly — Gf%dxl‘
T
!
(ef %dxy) = ef %dxx (ef %d$ = eln|:c| = |x| =1 > 0)
e vdry /ef ady +C, C€ER,

ry = /xde+C

1
ry = §x3+C
1 2+C’
= -z" 4 —.
Y 3 x

Huomautus 2.5.1. Lineaarisesta yhtalosta tulee eksakti, kun integroitavak-
si tekijaksi otetaan funktio eJ a@)dz.

Huomautus 2.5.2. Tarkastellaan jatkuvien reaalifunktioiden f : I — R
(I C R) vektoriavaruutta C(I) funktioiden yhteenlaskun

(f +9)(@) = f(z) +g(z)
ja skalaarilla kertomisen

(af)(z) = a[f(z)], a€R,

suhteen. Jatkuvasti derivoituvat reaalifunktiot f : I — R muodostavat vek-
toriavaruuden C(I) aliavaruuden C(I). Kuvaus

L:CY(I) = C(I), Ly=y +a(x)y,

17



on lineaarinen. Homogeenisen lineaarisen yhtalon
Ly=vy +a(x)y=0

ratkaisujoukko on kuvauksen L ydin kerL, joten kyseinen ratkaisujoukko
muodostaa vektoriavaruuden CM(I) aliavaruuden, ns. ratkaisuavaruuden.
(Ratkaisuavaruuden dimensio on 1. Etsi jokin kantal)

Téaydellisen lineaarisen yhtalon

Ly =y +a(x)y = b(z)
ratkaisu on muotoa
Y =1UYn + yp7

missé y;, on homogeenisen yhtélon yleinen ratkaisu (ts. yy, kdy lapi ytimen) ja
y, téydellisen yhtéalon yksittaisratkaisu. (Todistus esitetdén luennolla.) Esi-
merkissa on yp = % jay, = %x? Huomaa, etté esimerkiksi lineaarisilla
yhtéloryhmilla on samanlainen ilmié. (Vrt. lineaarialgebran kurssit.)

2.6 Bernoullin yhtalo

Bernoullin yhtdlé on muotoa

(2.16) v +a(@)y=blx)y” (o€ Z\{0,1}),

missa funktiot a ja b ovat jatkuvia (jollakin avoimella vililla I). Yhtélo on
epilineaarinen, mutta se palautuu lineaariseksi sijoituksella z = y'=¢.

Lause 2.6.1. Yhtdlon (2.16)) ratkaisut y (mahdollista triviaaliratkaisua y = 0
lukuun ottamatta) ovat avoimilla vileilld J C I tdsmdlleen seuraavaa muo-
toa:

(7) Jos a on parillinen, niin

1

Y=zt
missa z @ JJ — R kdy lapi kaikki sellaiset yhtalon
(2.17) 2+ (1—-a)a(z)z = (1 — a)b(x)

ratkaisut, etti z(x) # 0 aina, kun x € J.
(17) Jos a on pariton, niin on kahta tyyppid ratkaisuja:

1 _1
y:zlfa7 y:_zlf‘)‘,

missd z . J — R kdy lapi kaikki sellaiset yhtdlon ratkaisut, ettd z(x) >
0 aina, kun x € J.
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Todistus. Luennolla. O

Esimerkki 2.6.1. Ratkaistaan yhtélo

/ 1 1 5
— —qy = ——x1°.
Yy 1 Yy 1 Yy
Erikoisratkaisut: y = 0.
Yleinen ratkaisu: Sijoitetaan z = y~*. Télloin 2/ = —4y 5y, joten iy =
—iy52’.
Saadaan yhtalo
1., 1 I
2+ xy_4 =
Ztrz =

Ratkaistaan tamé lineaarinen yhtalo ja palataan lopuksi alkuperéiseen funk-
tioon y:

ef:vdxz/_l_efa:dacxz — efxdmx
(efxdxz)l — efxdxx
(6%122)/ — 3%y

e z = /e%x2xdac+0

1 1.2
e2 z = e2¥ +C
1.2

z = 1+Ce 2

1,2

=

y = x£(14+Ce) " 14Ce ™ >0

Ehto 1 + Ce 27" > 0 toteutuu, kun

1) C>—-1, z€eR,

2) C< -1, |z >,/2In(=C).
Esimerkki 2.6.2. Ratkaistaan yhtélo

Y +y =1y*(cosx — sinw).

Erikoisratkaisut: y = 0.

Yleinen ratkaisu: Sijoitetaan z = y~!. Talldin 2/ = —y~2y/, joten ¢/ =

—yZz’.
Saadaan yhtalo

—?2 +y = y*(cosx — sinx)
7 —y' = sinz —cosx
2 —2 = sinz — cosu.
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Ratkaistaan tdma lineaarinen yhtalo ja palataan lopuksi alkuperéiseen funk-
tioon y:

del lde _ o[ -lde [ ldegy g o[ —ldz o0
Ze " —ze" = e Tsinx—e Tcosx
(e7%2) = e "sinx —e Fcosx

ez = / (e‘w sinz — e ¥ cos ac) de + C

ez = —e Fsinz+C
z = —sinz + Ce”
1
= - sinz # Ce”.
y —sinz + Ce® 7

2.7 2. kertaluvun differentiaaliyhtialon palaut-
tamisesta 1. kertaluvun differentiaaliyh-
taloksi

A. Yht&ls

y' = fla,y)

palautuu 1. kertaluvun yhtaloksi sijoituksella /() = z(x) (tai lyh. ¢’ = 2).
Silloin 3" (x) = 2/(x) (tai lyh. y" = 2/).

B. Yhtalo
v = fy.y)

palautuu 1. kertaluvun yhtaloksi sijoituksella ' = z(y), jolloin y"” = Z—Zz(y).

Esimerkki 2.7.1. Ratkaistaan yhtalo
2y Inz =1/, x> 1.
Sijoitetaan y'(x) = z(z) (tai lyh. ¥/ = 2). Saadaan

xZlnxr = z
, 2

xlnz’

joka on separoituva.
Erikoisratkaisut: z =0eliy =0eliy=C, C € R.
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Yleinen ratkaisu:

2 1
z  zlhz
dz dz
P /xln:c
Injz| = In(lnz)+C) =In(lnz) +InCy,
In|z| = In(Cylnz)
|z| = Cylnzx
z = Cslnz, C3#0
y = Czlnx
y = Cs(zlnzx—2x)+Cy, CreR

CQ>0

Kun etsitadn ratkaisua alkuarvotehtévaén, voi apuna kayttida seuraavaa

karkeasti esitettyé lausetta.

Lause 2.7.1. Turkastellaan alkuarvotehtdavaa

y' = f,y,x)
y(xo) = Yo,
y'(zo) = 1.

Olkoot f ja sen ensimmdiset osittaisderivaatat jatkuvia (pisteen xo sisdltd-
valla valilla). Silloin alkuarvotehtdvdlla on yksikdsitteinen ratkaisu .

Todistus. Sivuutetaan.

Esimerkki 2.7.2. Ratkaistaan alkuarvotehtéava

y' =e*, y(0)=0, %(0)=1.

Sijoitetaan y'(x) = z(y(z)) eli ¥ = z(y), joten
d d dz dy
"no__ _ Lo _ — 779
V' =) = 5o0@) = Joolule)) =
Saadaan
dz oy
/z(y)dz = /erdy
1 1
§Z(y)2 = §€2y + Cl
) = MG
Siis

]

dz
= @Z(y)-



Kun asetetaan z = 0, saadaan C'y; = 0. Néin ollen
Y@ =D i |y (@) = e,
Koska 3/(0) > 0, niin 3/(x) = e¥® tai lyhyemmin
y = ¢
/ e Ydy = / dx
—e ¥ = x4+ Cs.

Kun asetetaan z = 0, saadaan C'5 = —1.

Ratkaisuon e =1—xeliy = —In(l — x), missd = < 1.

2.8 Ratkaisun olemassaolo- ja yksikasitteisyys-
lause

Maaritelma 2.8.1. Olkoon
D={(z,y)|la<x<b, c<y<d}

Silloin funktion f(z,y) sanotaan olevan joukossa D jatkuva Lipschitzin mie-
lessd (tai lyhyesti L-jatkuva) muuttujan y suhteen, jos on olemassa sellainen
k >0, etta

|f(:c,y1) - f(xva)‘ < k’yl - yQ‘
aina7 kun ($7y1)7 (%yz) €D.

Esimerkki 2.8.1. Olkoon f(x,y) = xy?, kun 0 < x,y < 1. Silloin méaritel-
mén nojalla f(z,y) on L-jatkuva y:n suhteen D:ssé. (Todistus luennolla.)

Huomautus 2.8.1. Jos f(z,y) on L-jatkuva muuttujan y suhteen, niin jo-
kaista kiintedd lukua x kohti f(x,y) on jatkuva (tavallisessa mielessd) y:n
suhteen.

Todistus. Luennolla. O
Huomautus 2.8.2. Kaanteinen tulos ei pida paikkaansa. Nimittain jos
D={(z,y)|0<z<1, 0<y<1}

ja f(z,y) = \/y, niin jokaista lukua z kohti f(z,y) on jatkuva y:n suhteen
mutta f(z,y) ei ole L-jatkuva y:n suhteen.

Todistus. O

Lause 2.8.1. Oletetaan, ettd g—f(af,y) on jatkuva joukossa D. Silloin f(x,y)
y
on L-jatkuva muuttujan y suhteen D :ssd.
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Todistus. Sovelletaan véliarvolausetta y:n suhteen. O

Esimerkki 2.8.2. Olkoon f(z,y) = xy?, kun 0 < z,y < 1. Silloin lauseen
nojalla f(x,y) on L-jatkuva y:n suhteen D:ssé.

Lause 2.8.2 (OY-lause). Olkoon f(z,y) suorakulmiossa D mddritelty kah-
den muuttujan jatkuva funktio ja muuttujan y suhteen L-jatkuva funktio, ja
olkoon (o, yo) joukon D sisdpiste. Silloin on olemassa sellainen vili I (3 xo),
ettd alkuarvotehtavalld

y = [flzy)

y(zo) = o
on yksikdasitteinen valilla I mddritelty (jatkuvasti derivoituva) ratkaisu.

Todistus. Lauseen todistuksen yksityiskohtia ei esitetda. Todetaan kuitenkin,
ettd ratkaisu loytyy niin sanotulla Picardin menetelmaélld, jonka periaate
annetaan seuraavassa luvussa. O

Esimerkki 2.8.3. Lineaarisen, Bernoullin, eksaktin, separoituvan ja homo-
geenifunktioisen yhtélon OY-ominaisuus kasitelldan luennolla.

2.9 Picardin menetelma

Tarkastellaan alkuarvotehtavaa

/ _ . @ _
(2.18) { y o= flay) (i 2= f(ry)
y(ro) = o
Muodostetaan approksimaatioiden jono ¢q, ¢1, ¢o, ... seuraavasti:
%o : do() = Yo,

¢1 Loi(z) = flz,d0(z)) ja ¢i(z0) =yo, joten

or(2) =yo+ [ F(t,00(t))dt

Go: Log(x) = flz,¢i(x) ja dalwo) =0, joten

dala) = yo+ [ J(t,01(0))dt

Pn Lon(x) = fl2,dn1(x)) ja én(xe) =yo, joten

On(@) = vo + [ St 6u ()il
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Huomautus 2.9.1. Kun lauseen ehdot ovat voimassa, niin voidaan
todistaa, etta yhtalon (2.18) ratkaisu on

n—o0

Esimerkki 2.9.1. Ratkaistaan alkuarvotehtéava
y = my,
y(0) = 1

Nyt f(z,y) = vy ja zo = 0, joten
Po(x) = yo=1

bi(x) = yo+/f(t,q§0(t))dt:1+/tdt:1+/ St =1+ a2
0
xo 0

Picardin menetelmalla.

P2(r) = Yo+ /f(t7¢1(t))dt B

2" Ty
1 1 1
= ..=14 =22 4 6
93(x) Tt ot o6
Siis ilmeisesti
1 1 1
; T ST ST S )
On(2) tor ot Tty 6"
RS SR I A %
= '+ =2+ -+ ——x
27 T2y 27l

1+12+1(1 2>2+ +1(1 2)”
= —x — |z R el (e .
2 21\2 n! \2

. 12
Am, On(@) = €27

Koska lauseen ehdot ovat voimassa, niin ratkaisu on

Néin ollen

1,2
y:eix'

Huomautus 2.9.2. Esimerkin yhtalo voidaan ratkaista myos helpom-
malla tavalla. (Vihje: separoituva.)
2.10 Numeerisia menetelmia

Tarkastellaan alkuarvotehtavaa

y' = f(z,y), y(xo) = 1o

Olkoon h > 0 ja x, = xo+nh. Muodostetaan todellisten arvojen y(z1), y(z2), . . .
approksimaatioiden jono yq, s, . . .
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2.11 Eulerin menetelma

Integroimalla pisteesta x( pisteeseen x, saadaan

y(@1) = y(wo) = [ Flay)dux [ flao,y(wo) do = f(wo, yo)h.
—— ——
=yo0 o o =yo
joten
y(r1) = yo + f(z0, yo)h-
Valitaan

1 = Yo + f(x0,Y0)h.

Integroidaan nyt pisteesta x; pisteeseen zo. Silloin saadaan

y(@2) —y(er) = [ foy)de [ fany(en) do = f(e )b,
—— ——
~y1 e 1 ~y1
joten
y(w2) = y1 + f(z1,y1)h.
Valitaan

Yo =11 + f(x1,y1)h.
Néin jatkamalla saadaan
Ynt1 = Yn + f(.%n, yn>h‘
Esimerkki 2.11.1. Tarkastellaan alkuarvotehtiavaa
v =1-—z+4y, y(0)=1,
~————
=f(9:,y)

Eulerin menetelmélla. Kun valitaan h = 0.1, saadaan

n. Tn Yn  Sf(@nsUn)  Yn + (@)l = Yna
0 0 1 5) 14+5x0.1 =1.5

1 01 1.5 6.9 1.5+69x0.1 =219
2 02 219 9.56 2.19+9.56 x 0.1 =3.146
3 0.3 3.146 e e

4 0.4

2.12 Eulerin parannettu menetelma

Tassé arvioidaan

1

sa) = yloo) = [ Sy e~ [ 5] Flaoylan)) + Flarylan)| do.

=Y0 Zo =Y0
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Koska arvoa y(z) eikd sen approksimaatiota vield tunneta, kaytetdan Eule-
rin menetelméd eli y(x1) = yo + f(xo, yo)h. Siis

merk.

() % 3o+ (o, 0) + Fan, o0+ £ o, )"

Edelleen

T2

o) = ylon) = [ Fogydo s [ 5] fonglen) + flas ylen) )| do

~y1 1 ~y1 y1+f(z1,y1)h
Siis 5
merk.
y(r2) =y + §[f(951,?h) + f(w2, 51 + f(21, y1)h)] = 92
Nain saadaan
h merk.
y<xn+1) ~ Un + §[f(xn7 yﬂ) + f(anrla Yn + f(xnv yn)h)] = Yn+1-

Esimerkki 2.12.1. Tarkastellaan alkuarvotehtavaa
y =1—2+4y, y0)=1,
—_————
=f(z,y)

parannetulla Fulerin menetelmélla. Kun valitaan h = 0.1, saadaan

Ty Un Yn T+ f($n, yn)h = Zn+1 Yn + %[f(xna yn) + f(xn-i-lv Zn-i-l)]

0 1 1+5x0.1=15 14 0.05[5 + 6.9] = 1.595
0.1 1.595 1.595+4 7.28 x 0.1 = 2.323

0.2 2.4636

0.3

2.13 Runge-Kuttan menetelma

Approksimaatiot saadaan kaavasta
Yntl = Yn T+ Knha

missa

1
Kn - é(mnl + 2mn2 + 2mn3 + mn4)7

Mmp1 = f($n7 yn)
h h

Mp2 = f($n+§7yn+ §mn1)7
h h

Mp3 = [z, + §7yn + §mn2)7

Mpa = f(Tn+ b, yn + himys).

Tassa esityksessa ei puututa tahdn menetelméaan tasmallisemmin.
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Esimerkki 2.13.1. Alkuarvotehtavan

"'=1— a2+ 4y, y(0)=1, h=0.1
—_—————
=f(z,y)

ratkaisun approksimaatiot Eulerin, Eulerin parannetulla ja Runge-Kuttan
menetelmalld ja tarkat arvot ovat

Euler Eulerin parannettu Runge-Kutta tarkka arvo

T Yn Yn Yn
0,00 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0,10 1.5000 1.5950 1.6089 1.6090
0,20 2.1900 2.4636 2.5050 2.5053
0,30 3.1460 3.7371 3.8294 3.8301
0,40 4.4774 5.6099 5.7928 5.7942
0,50 6.3242 8.3697 8.7093 8.7120
0,60 &8.9038 12.442 13.048 13.053
0,70 12.505 18.457 19.507 19.516
0,80 17.537 27.348 29.131 29.145
0,90 24.572 40.494 43.474 43.498
1,00 34.411 59.938 64.858 64.898.

2.14 Esimerkkeja sovelluksista

Tassa pykalédssa vain saatujen yhtaloiden ratkaiseminen kuuluu koealueeseen.
Yhtaloiden kaytannollista taustaa ei tarvitse osata.

Esimerkki 2.14.1 (Putoava kappale). Newtonin 2. lain mukaan kappalee-
seen vaikuttava voima on

dv
F=ma=m—.
dt
Putoavaan kappaleeseen vaikuttavat maan vetovoima mg ja ilmanvastus, jon-
ka oletetaan olevan muotoa cv, missa ¢ on vakio. Nain ollen saadaan lineaa-

rinen differentiaaliyhtélo

dv
ma = mg — CU
eli
dv c
@ Tmt Y

(Ratkaise v(t) ja lim v(t)).

—00
Esimerkki 2.14.2 (Populaation kasvu). Joitakin populaatioita (esim. bak-

teerikantaa) voidaan kuvata melko tarkasti Bernoullin tyypin yhtélolla

P
(2.19) Cfit —aP —bP?,  P(0) = P,
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missé P(t) kuvaa populaatiota ajanhetkelld t ja a, b ovat positiivisia vakioita.
Nimenomaan yhtédloa (2.19) kutsutaan ns. logistiseksi yhtédloksi (Ratkaise
P(t) ja Jim P(t).)

Esimerkki 2.14.3 (Radioaktiivinen hajoaminen). Kokemusten mukaan ra-
dioaktiivinen hajoaminen voidaan kuvata matemaattisella mallilla

dN
— = —kN N(0) = N,
dt ’ (0) 0

missa N (t) on radioaktiivisten ytimien mééra hetkelld ¢ ja k on positiivinen
vakio.

Esimerkki 2.14.4 (Sekoitusongelma). Tankissa on a litraa puhdasta vetta.
Tankkiin aletaan pumpata suolaista vettd b litraa/min. Suolaa on ¢ gram-
maa/litra. Samanaikaisesti tankista imetédén sama méédrd (= b litraa/min)
taysin sekoitettua vetté. (Oletetaan, etta tankissa on tehokkaat sekoittimet.)
Merkitadan suolan méardé tankissa funktiolla y(¢). Silloin

d
dii = IN - OUT,  y(0)=0,

missd I N on tulevan suolan mééra ja OU'T on ldhtevéin suolan madra. Selvésti
IN = bc grammaa/min,
ouT = byg) grammaa,/min.
Siis
(j;i:bc—bgﬁt), y(0) = 0.

(Ratkaise y(t) ja tli)m y(t). Imeisesti tli)m y(t) = ac grammaa.)

Esimerkki 2.14.5 (Kéyrdaparven kohtisuorat leikkaajat). Etsitddn kéayra-
parven

(2.20) F(z,y,¢) =0
kohtisuorat leikkaajat. Oletetaan, etta (2.20]) on yhtéalon
y = f(z.y)

ratkaisu. Silloin kohtisuorat leikkaajat saadaan ilmeisesti yhtalon

YT )

ratkaisuina. (Kohtisuorien leikkaajien tangenttien kulmakertoimien tulo =
-1.)
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Etsitdén konkreettisena esimerkkind ympyriparven 22 + y* = ¢? kohti-
suorat leikkaajat. Parven differentiaaliyhtalo on

2z +2yy =0
eli
, x
Yy =—-.
Y
Kohtisuorien leikkaajien differentiaaliyhtdlé on siis
y/ - ga

jonka ratkaisu on

y = kzx, ke R.

Esimerkki 2.14.6 (Ebbinghausin unohtamis- tai muistamiskéyrd). Olete-
taan, ettd henkil6 oppii joukon sanoja. Olkoon mgy opittu maaré, m(t) muis-
tissa oleva madra hetkelld t ja mq, muistiin pysyvésti jaava maéara. Ebbing-

hausin mukaan
dm

dt

missd k on positiivinen vakio. Néin ollen

= —k(m —my), m(0)=my,

m(t) = me + (Mo — moo)e_kt

Miké on vakion k ja unohtamisen vélinen yhteys? (Harj.)
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Luku 3

Joitakin 2. kertaluvun
differentiaaliyhtaloita

Tassa luvussa tutkitaan lahinné toisen kertaluvun lineaarisia differentiaaliyh-
taloita. Niiden kayttaytymista on luontevaa selittaa lineaarialgebran keinoil-
la.

3.1 Funktioiden lineaarinen riippuvuus ja riip-
pumattomuus
Tassé aliluvussa tarkastellaan reaalimuuttujan reaaliarvoisia funktioita.

Maaritelma 3.1.1. Funktiot ¢y, @o, ..., v, ovat lineaarisesti riippumatto-
mia joukossa I (C R), jos ehdosta

(3.1) Cipr + Copo+ -+ -+ Cripp, =0 (nollafunktio)

seuraa, etta

Ci=Ch=:=C,=0.

Muussa tapauksessa funktiot ovat lineaarisesti riippuvia. Ehto (3.1]) tarkoit-
taa, etta

Crp1(z) + Copa(z) + -+ + Cripn(z) =0 Vo el.

Huomautus 3.1.1. Kaksi funktiota ¢ ja s (¢1, p2 # 0) ovat lineaarisesti
riippuvia, jos ja vain jos @1 = Cps, C € R.

Maaritelma 3.1.2. Derivoituvien funktioiden oy, o Wronskin determinant-
7 on

W (o1, 02)(x) = 901
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Lause 3.1.1. Olkoot funktiot p1 ja po derivoituvia valilla I. Jos o1 ja @9
ovat lineaarisesti ritppuvia valilld I, niin

W(p1,p2)(x) =0 Ve el.

Todistus. Luennot/harj O

Seuraus 3.1.1. Jos on olemassa sellainen = € I, ettd W (1, ¢2)(z) # 0, niin
V1 ja g ovat lineaarisesti riippumattomia valilla 1.

Huomautus 3.1.2. Wronskin determinantin késite ja yllaoleva lause ({3.1])
voidaan yleistda useammalle kuin kahdelle funktiolle.

Esimerkki 3.1.1. Olkoon
I=(0,00), ¢i(x) =2, po(r)=Iz.
Todistetaan, ettd ¢; ja @9 ovat lineaarisesti riippumattomia valilla 1.
Tapa I. Sovelletaan lausetta [3.1.1}

r Inz
1 1

xT

W1, p2)(x) = =1—Inzx.

Siis esim. W (1, p2)(1) # 0, joten ¢y ja o ovat lineaarisesti riippumattomia.
Tapa II. Kaytetaan maaritelméaa: Oletetaan, ettéa

Cror(x) + Copa(z) =0 Vo el

eli
Ciz+Csylnz =0 Va € (0,00).
Asetetaan
r=1: C, =0,
r=2: 0-24+C5n2=0, joten Cy=0.

Siis €7 = Cy = 0. Néin ollen ¢, ja @2 ovat lineaarisesti riippumattomia.

Huomautus 3.1.3. Lause|3.1.1|ei pida paikkaansa kaénteisesti, ts. sen avul-
la ei voida todistaa lineaarista riippuvuutta.

Esimerkki 3.1.2. Olkoon

z? x>0
I =R, =22, = ’ -
p@) =, o) {—:ﬁ, z < 0.

Silloin
W{(p1,92)(x) =0 Vo eR,
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mutta ¢, ja 2 ovat lineaarisesti riippumattomia. Nimittain olkoon
Crp1(x) + Copa(x) =0 Va € R.
Asetetaan

r=1: Ci+Cy,=0
r=—1: 01_02:().

SllS Cl == Cg =0.

Huomautus 3.1.4. Lause pitda paikkansa myos kaanteisesti, jos ¢
ja g ovat yhtélon
y' +ai(z)y + ax(z)y =0

ratkaisuja.

3.2 Homogeeninen 2. kertaluvun lineaarinen
differentiaaliyhtalo

Homogeeninen 2. kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtdléo on muotoa
(3.2) y' + ar(2)y + az(z)y =0,
missi a1(x) ja ag(x) ovat (jollakin avoimella vililla) jatkuvia funktioita.
Lause 3.2.1. Alkuarvotehtivdlld

y" +a(x)y + ax(z)y =0,

y(zo) = au,

y'(»’Co) = g,

missd ay(x) ja as(x) ovat valilla I C R jatkuvia funktioita, xo € I ja aq,ay €
R, on yksikdsitteinen ratkaisu.

Todistus. Sivuutetaan. O]

Lause 3.2.2. Olkoot ¢y ja @9 yhtdlon
V' +ai(@)y +ax(z)y =0, zel,

kaksi lineaarisesti risppumatonta ratkaisua. Silloin yhtdlon yleinen ratkaisu
on

y = Crp1(x) + Copa(x), C1,Cy € R.
(Tdllaiset funktiot @1 ja @y loytyvdt aina.)

Todistus. Luennot. O
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Esimerkki 3.2.1. Olkoon
(3.3) y' + =y =0, x> 0.

Huomataan, ettd 1 ja Inz ovat yhtdlon (3.3) ratkaisuja. Todetaan niiden
lineaarinen riippumattomuus. Siis yleinen ratkaisu on

y=C1+Colnzx.
Yhtalo (3.3) voidaan ratkaista myos sijoituksella y' = z (eli ¢/ (z) = z(x)).

Huomautus 3.2.1. Tarkastellaan jatkuvien reaalifunktioiden f : I — R
(I C R) vektoriavaruutta C(/) funktioiden yhteenlaskun ja skalaarilla ker-
tomisen suhteen. Kahdesti jatkuvasti derivoituvat reaalifunktiot f : I — R
muodostavat vektoriavaruuden C(I) aliavaruuden C® (). Kuvaus

L:CO(I) = C(I), Ly=y" +a(2)y +as(z)y,

on lineaarinen.
Homogeenisen lineaarisen yhtalon

Ly =y" +ai(z)y + as(x)y =0

ratkaisujoukko on kuvauksen L ydin kerL, joten kyseinen ratkaisujoukko
muodostaa vektoriavaruuden C(I) aliavaruuden, ns. ratkaisuavaruuden.
Joukko {pi(z), pa(z)} on ratkaisuavaruuden kanta, joten ratkaisuavaruu-
den dimensio on 2. Esimerkissé kanta on {1,Inz}. Ratkaisuavaruuden
kantaa kutsutaan joissakin esityksissa perusjarjestelmaksi.

3.3 Vakiokertoiminen homogeeninen 2. kl li-
neaarinen differentiaaliyhtalo

Vakiokertoiminen homogeeninen 2. kl lineaarinen differentiaaliyhtaloé on muo-
toa

(3.4) y" + a1y + ayy = 0,
missa a; ja ap ovat vakioita. Sen karakteristinen yhtdlo on
(3.5) 7 +ar +ay = 0.

Differentiaaliyhtalon (3.4) ratkaisu saadaan karakteristisen yhtélon (3.5)) juur-
ten avulla seuraavan lauseen mukaisesti.

Lause 3.3.1. Olkoot r1 ja 1o karakteristisen yhtdlon (3.5) juuret. Silloin
yhtdlon (3.4) ratkaisu on

a) y = Cre"* 4+ Che™,
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kun ri,mre € R, 11 #£ 719,

b) y = Cre"™ + Coxe™,
kunri=ry=r €R,

c) y = C1e“* cos fx + Cee™ sin S,
kunri=a+if € Ciry=a—1i8 € C.

Todistus. a) Todistetaan, ettd e* ja €™ ovat lineaarisesti riippumattomia
ratkaisuja. Luennot. b) Todistetaan, ettd €™ ja xe™ ovat lineaarisesti riip-
pumattomia ratkaisuja. Harj. ¢) Sivuutetaan. O

Esimerkki 3.3.1. Ratkaistaan yhtélo
y' + 4y’ + 3y = 0.

Lasketaan karakteristinen yhtéalon juuret:

r’+4r+3=0
—4+ /16— 12
T =
2

Siis ratkaisu on
y=Cre " + Coe ™, Cy,Cy € R.
Esimerkki 3.3.2. Ratkaistaan yhtélo
y'+4y +4y =0.

Lasketaan karakteristinen yhtélon juuret:

r’44r+4=0
(r+27=0
r=—2.

Siis ratkaisu on
y = Cre *" 4 Cyze ", Cy,0y € R.
Esimerkki 3.3.3. Ratkaistaan yhtélo
y" — 4y’ + 5y = 0.

Lasketaan karakteristinen yhtélon juuret:

r—4r4+5=0

44 /—4

r=———
2

r=2+i (=a+pi, missi o =2,8=1).
Siis ratkaisu on

y = Cre* sinz + Cye** cos x, C1,Cy € R.
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3.4 Yleinen 2. kertaluvun lineaarinen diffe-
rentiaaliyhtalo

Yleinen (tai tdydellinen) 2. kertaluvun lineaarinen differentiaaliyht&lé on
muotoa

(3.6) y' + ai(2)y + az(z)y = b(x),
missa ay(x), az(x),b(z) ovat (jollakin avoimella vililla) jatkuvia funktioita.
Lause 3.4.1. Yhtdlon yleinen ratkaisu on muotoa
y = Crp1(z) + Capa(x) + ¥(2),
missd Crpr(z) + Copa() on vastaavan homogeenisen yhtdlon
y'+a(2)y + az(x)y =0
yleinen ratkaisu ja ¥ (x) on yhtdlon jokin yksityisratkaisu.
Todistus. Luennot. O
Huomautus 3.4.1. Yleisen lineaarisen yhtalon
Ly =y" + ar(x)y' + az(x)y = b(x)

ratkaisu on muotoa
Y =1UYn + yp7

missa gy, on homogeenisen yhtalon yleinen ratkaisu

yn = Cro1(x) + Copa(z)

(ts. v, kéy lapi kuvauksen L ytimen) ja y, on téydellisen yhtélon jokin yk-
sittaisratkaisu

Yp = ().
Ratkaisu on itse asiassa kuvauksen L ytimen sivuluokka. (Vrt. 1. kertaluvun
lineaariset diff.yht&lot.) Esimerkissi ony, =Ci+Cylnx jay,=0.

Lause tuottaa ratkaisumenetelméin yhtilon ratkaisemiseksi.
Menetelma on kolmivaiheinen. Lisda menetelmia esitelladn pykalissa -
3.0

Tamén pykélan menetelman vaiheet ovat:

Vaihe 1. Etsitaan vastaavan homogeenisen yhtalon yleinen ratkaisu

yn = Cro1(x) + Copa(x)

a) karakteristisen yhtdlon avulla, kun a;(z) ja as(x) ovat vakiofunktioita

(ks. §53).
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b)  keksimélla (tai
c) potenssisarjamenetelmallé (§3.6|) tai Frobeniuksen menetelmallé (§3.7))).

Vaihe 2.  Etsitédén koko yhtalon jokin yksityisratkaisu y, = ¢(x)

a) maarddméttomien kertoimien menetelméilld, kun b(z) on polynomi,
b(x) on muotoa e*®, sin ax tai cos ax tai kun b(x) on edellisten tulo tai summa,

b)  vakion varioinnilla tai

c)  keksimélla.

Vaihe 3.  Yhtalon yleinen ratkaisu on

y = Crp(x) + Cop(x) + ().

Seuraavassa esitelldédn vaiheen 2 alavaiheet a ja b.
Vaihe 2a. Maardaamattomien kertoimien menetelma

Kéytetdan yritefunktiota, jonka kertoimet A, B, ... (ja aste n) yritetdén
ratkaista sijoittamalla yrite yhtaloon.

b(x) yksityisratkaisun yrite

p(x), polynomi Az"+ Bx" 1+ ... +C

p(x)e® (Ax™ 4+ Bx™ '+ - 4 O)e™

p(x)e” sin b (Ajx™ + Bia™ ' + -+« 4 C)e™ sin bx+
(Agx™ + Box™ 1 + -+« 4 (Cy)e cos b

p(z)e™ cos bz ——

Huomautus 3.4.2. Termii, joka on homogeenisen yhtalon y” + ai(x)y +
as(x)y = 0 ratkaisu, ei kannata ottaa yritteeseen.

Esimerkki 3.4.1. Ratkaistaan yhtalo
y' — 2y — 3y =z
Homogeenisen yhtalon yleinen ratkaisu karakteristisen yhtdlon menetelmalla:
r*—2r—3=0 — r=3 Vv r=-1
Yp = C1e% 4 Che™@.
Yksityisratkaisu yritteella:

y=Ar+ B

y=4, y'=0
0-2A—-3(Ax+B)==x
—3Ar —2A—-3B=ux

Yleinen ratkaisu:



Esimerkki 3.4.2. Ratkaistaan yhtélo

y" — 2y — 3y =sinux.
Homogeenisen yhtalon yleinen ratkaisu on

yp = C1€3% + Che ™.
Etsitaan yksityisratkaisu yritteella:

y = Asinx+ Bcosw
y = Acosx — Bsinx
Yy = —Asinz — Bcosz.
Sijoittamalla saadaan
(—4A+2B)sinz + (—2A — 4B) cosx = sinx

—4A+2B =1
—2A—-4B = 0
A= 1
B = 1

Yleinen ratkaisu on

1 1
y =013 + Che ™™ — R sin x + 0 COS .

Esimerkki 3.4.3. Ratkaistaan yhtélo

y// . 2y1+y — ot
Homogeenisen yhtalon yleinen ratkaisu on

yp = Cre” + Coxe”.

Yksityisratkaisun yrite

y = (Az + B)e”®
toteuttaa homogeenisen yhtélon, joten sité ei kannata yrittaa. Samoin yrit-
teesta

y = (A2z* + Bx + C)e”

ei kannata ottaa mukaan termié (Bx + C)e®. Valitaan yrite

y = Az?e®
y = 2A4xe® 4+ Aze”®
y' = 2Ae" + 4Axe” + Ax’e”.
Sijoitetaan ¥, v, y” yhtaloon, jolloin saadaan
2Ae" = e
il

Yleinen ratkaisu on 1
y = Cre” + Coxe” + 51‘2696.
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Vaihe 2b. Vakioiden variointi

Jos p1(x) ja @o(x) ovat homogeenisen yhtélon kaksi lineaarisesti riippu-

matonta ratkaisua, niin yksityisratkaisu saadaan kaavalla

Yp = C1(z)p1(x) + Cow)p2(),

[ el
GO = W @)
Co(z) = Mdm.

W1, p2)(x)
Esimerkki 3.4.4. Ratkaistaan yhtélo
I ( ™ 7r>
Yy +y=tanuwx, re(—=,=].
Homogeenisen yhtélon yleinen ratkaisu on

yp = Dysinx +Dycos .
w1(z) p2()

Etsitdan yksityisratkaisu vakion varioinnilla:

cosx tanx sinx cosx
Ci(r) = — md% W1, p2)(x) = COST —sinz
sinx
= /cos:v dxr = —cos z,
Ccos T
sinx tan sinx
Cy(z) = —d:z::—/sinx dx
2(7) W (1, e2)(x) cos T
cos?xr — 1 1
= /7dx:/cosxdx—/ dx
CcoS T CcosS T
= sinm—/ COS;E dr =sinx — L,];dx
CcOSs? x 1 —sin“zx

} dt ) 1 1 1
= 51n:1:—/1_t2:51n$—2/(1_t+1+t> dt
1

T s
= sinz— = (—In|l —¢|+1In|l1+¢|) =sinz —In ﬂ
2 1 —sinx

Yleinen ratkaisu on

Yy = Ynht+Yp
= Djysinz + Dycosx + Cy(x)sinz + Cy(x) cosx

1+ sinx
= Disinx + Dscoszx —Cosxln’/;.
1—sinx
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3.5 Yuv”’-keino

Ratkaistava yhtélo on
(3.7) y" +ai(z)y + az(x)y = b(x).
Merkitdan y = wov. Silloin ¢y = wv’ +u'v, y”" = u"v + 2u'v' + wv”. Sijoitetaan
v,y y" yhtdloon . Saadaan
(3.8) u(v"” + ay () + az(z)v) + ' (20" + a1 (z)v) + v"v = b(x).
Kiinnitetaan v.

1. vaihtoehto

V" 4+ ar ()0 + ag(z)v =0

eli v on homogeenisen yhtalon jokin ratkaisu.

2. vaihtoehto
20"+ ay(x)v =0
eli )
v = e 2fml)d (esim.).

Ratkaistaan u (kaikki ratkaisut) yhtélosta (3.8)). Silloin yhtélon (3.7) rat-
kaisu on

Y = uv.
Esimerkki 3.5.1. Ratkaistaan yhtélo
" 2 / 2
(3.9) y—y+<2+1)y:x, x > 0.
x x
Merkitddn y = uv, ¢y = v'v +uv’, y" = v"v + 2u'v' + wv”. Saadaan
2 2 2
(3.10) u (v" ——v' + <2 + 1> v> + <2v’ — v) +u'"v = 1.
x x x
Valitaan 2. vaihtoehto 5
20" — ~v=0.
x
Siis
v=u1 (esim.).

Silloin v" = 1, v” = 0. Silloin funktiolle u saadaan yhtalo

u (—23:_1 + (2072 + 1):1)) +u'x = x |:2(>0)

=z

(3.11) utu" = 1.

Kaytetaan maardamattomien kertoimien menetelméa. Homogeenisen yhté-
lon ratkaisu: r2+1 =0, 7= 4i, u = C;cosxz+Cysinz. Yksityisratkaisu:
esim. u = 1. Yhtélon (3.11)) yleinen ratkaisu: u = Cj cosx + Cysinz + 1.

Yhtélon (3.9) yleinen ratkaisu

y=uv = Cizxcosx + Coxrsinx + x.
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Esimerkki 3.5.2. Ratkaistaan yhtélo
1 1
y'+-y ——y=0 x>0,
x x

eli yhtals

22y +xy —y=0.

Homogeenisen yhtdlon (joka on tdssd sama kuin varsinainen yhtélo) yksi
ratkaisu on y = z. Siis valitaan

v=1 (1. vaihtoehto).

Merkitaén y = ux, v = v’z +u, vy’ = u’x + 2u'. Sijoitetaan y, v, y”, jolloin
saadaan

2*(z + )+ r(u'r Fu) —ur = 0,
3

u'+—u = 0.
T

Ratkaistaan u. Merkitdan v’ = z (eli v/(z) = z(z)). Nyt
3

Z+—-2 =0 | - ef v — 43 (lineaarinen)
x
z = Ciz3
v = C?
1
u = —iClafz — Cb.

Varsinaisen yhtalon ratkaisu on

1
Y =ur = —iClx’I — Cyr = Cyzt + Chax.

Huomautus 3.5.1. Ratkaise tehtava my6s Frobeniuksen menetelmalla (§3.7))
ja Eulerin yhtéalona (§3.9)).

3.6 Potenssisarjamenetelma

Tarkastellaan reaalimuuttujan reaalikertoimisia sarjoja ja reaalimuuttujan
reaaliarvoisia funktioita.

Lause 3.6.1. Oletetaan, etté sarja

oo

> ez — o)k

k=0

suppenee, kun |z — z¢| < R (R > 0). Sen médradmén funktion derivaatta on
o %) 0o
— N er(r—20)" =D kew(x — m0)" ! =D kew(x — mo)
dr = = 2
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missa |z — x| < R. Kahden sarjan summa on

[e.9] o0 o0

Y oanlw—x0)* + D di(@ — 30)* = (cr + di)(x — x0)",

missd |z — zo| < R, R > min{R,., Rs}, ja tulo on

(lickx—xo )(dex—xo >=Z<Zczdk ) (a — z0)F,

k=0

missa |z — xo| < R, R > min{R,., R,}. Sarjojen yhtdsuuruus saadaan kaa-
vasta

[e.e]

ZCk(ZE—ZL'())k:de(l’—ZE())k <— ¢ =d,, k=012 ...

Maaritelma 3.6.1. Funktio f on analyyttinen pisteessa xg, jos silld on sar-
jakehitelma pisteen z jossakin ymparistossa.

Lause 3.6.2. Oletetaan, ettd funktiot ai(x),as(z) ja b(x) ovat analyyttisia
pisteessd xq. Silloin yhtdlon

(3.12) Y + a1 (x)y + az(z)y = b(x)

ratkaisu y on analyyttinen pisteessd xq, ts. y voidaan kirjoittaa muodossa

[e.9]

(3.13) Z (x — xo)"

Jos funktioiden ay(x), as(x) ja b(x) sarjakehitelmdt suppenevat vastaavilla
valeilla |x — xo] < Ry, |r — x| < Ry ja |v — xo| < R, niin sarjakehitelmad
(3.13) suppenee ainakin valilli |z — xo| < min{ Ry, R, R}.

Todistus. Sivuutetaan O

Potenssisarjamenetelmaéssa kehitelma (i3.13)) sijoitetaan yhtéloon (3.12)) ja
pyritddn ratkaisemaan tuntemattomat kertoimet c,. Aina ei 16ydetéa yleistd
kaavaa kertoimille ¢, vaan joudutaan tyytyméaan kehitelmén (3.13)) alkupaan
termeihin.

Esimerkki 3.6.1. Tarkastellaan yhtaloa
y//+xy/+y:0

Téssa ai(x) = z, az(x) = 1 ja b(x) = 0, jotka ovat analyyttisid pisteessa 0.
Siis yhtédlon ratkaisu on analyyttinen. Merkitaén

o0
Yy = Z cpat.
k=0
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Silloin - o
Y =" cxka™ !, y' =" cpk(k — 1)z"2
k=0 k=0
Siis . . .
S k(k—1Depx* 2 +2 Y ka1 4+ 3 g =0
k=0 k=0 k=0

ioj k(k —1)cpa®2 + § kepa® + ioj crr =0
k=2 k=0 k=0

S (k+2)(k+ 1)cppaz™ + S keptt + 3 cpa =0
k=0 k=0

S [(k+ 2)(k + Dapsa + (k + Dayla* = 0.

=0

Saadaan kaava
(k+2)(k+1cppo+ (E+ 1)y =0, k=0,1,2,...,

missa ¢y ja ¢; voidaan valita mielivaltaisesti.

(=0 o = %
(k=1) g = -3
(k =2) o = G-
(k=3) ¢ = —$=5
Ratkaisu
y = co—i-clx—%xQ—%x3+72C'O4x4+;%15$5—"'
x? x4 2P
_ 1— 24 2 ... T A4 R.
co< sty gt >+cl<x st st ) w €

3.7 Frobeniuksen menetelma
Tarkastellaan homogeenista yhtaloa
Y+ a1 (x)y + az(z)y =0,

missi (r—xg)ai () ja (r—1x0)%as(zr) ovat analyyttisia pisteessi xq. Tiedetéén,
etta ratkaisu on muotoa

y = Crp1(x) + Copa(m),

missa ¢y ja @9 ovat lineaarisesti riippumattomia. Nyt pyritdan loytdmaan 2
muotoa

y=(z—x)" i b(x — )k

k=0
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(missé by = 1) olevaa lineaarisesti riippumatonta ratkaisua

(3.14) (x — x)" Zbk x—xo ,

(3.15) (x — xo)" Z di(x — x0)"

Silloin siis yhtalon ratkaisu on

(3.16)  y=Ci(z —xo)™ i b(x — o) + Cy(x — 30)" i di(x — ).

k=0 k=0

Huomautus 3.7.1. Jos r; # ro, niin (3.14) ja (3.15]) ovat lineaarisesti riip-
pumattomat.

Huomautus 3.7.2. Jos (z — zg)a;(z)m ja (x — x¢)az(x):n suppenemissiteet
ovat vastaavasti R ja Ry, niin (3.16) suppenee ainakin, kun 0 < |z — zo| <
min{ Ry, Ry }.

Todistus. Sivuutetaan. O

Huomautus 3.7.3. Menetelma ei tuota tulosta aina téssd muodossa. Sil-
loin voidaan kayttdd "muunnettua'Frobeniuksen menetelméd (johon ei kui-
tenkaan puututa talla kurssilla).

Huomautus 3.7.4. Eulerin tyypin yhtalo

azy” +bry' +cy=0

on tarkasteltavaa muotoa. Eulerin tyypin yhtalo voidaan ratkaista myos kayt-
tamalla sijoitusta 2 = e (ks. §3.9).

Esimerkki 3.7.1. Tarkastellaan yhtaloa

1 -5
y//—i__iy/—i_x Z/:Oa$>07
2x 212
N———r ~——
a1(x) as(z)
eli yhtalsé
(3.17) 22%y" — 2y + (x — 5)y = 0.
Nyt funktiot
zai(z) =
?as(z) = 4(x—5)

ovat analyyttisia pisteessd o = 0 ja Ry = Ry = 0o. Merkitaan
(3.18) y=1a"> bpa" = byt
k=0 k=0
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missé by = 1. Sijoitetaan (3.18)) yhtaloon (3.17)), jolloin saadaan

223 (ki +r)(k+1 — Dbpa™™2 — 23 (k+ )bt +
F=0 k=0

+(z—5) > bt = 0
k=0

(e 9]

23 (k+r)(k+r— Db — > (k4 )bt +

k=0 k=0

+ Z bk$k+r+1 5 Z bk$k+r - 0.
k=0 k=0

o0
S bkt
k=1

Saadaan

[2r(r—1) —r—>5] by a"

(3.19) + i{[Q(/ﬂ +7r)(k+71—1)— (k+7) = 5]bg + by} = 0.

Siis 5
2r(r—1)—r—5=0 eli r=g r=—1.

1° Olkoon r = g Silloin yhtalon (3.19)) nojalla

20k +Dk+3-1) = (k+3) =5)be+br1 =0, k=12, ..

e = - k=12... (=1
eli
b 1
by = ——2=_—=
! 9 9
by 1
by = 75T Tios
by =
Siis
(3.20) =t (1ot ooa? o)
. Yy=2x 91‘ 198x .

20 Olkoon r = —1. Silloin yhtilon (3.19)) nojalla
2(k—1)(k—2)—(k—1)=5lbp + by = 0, k=1,2,...
b = —

44



eli

Siis

1 1
3.21 = —1<1 x4 —a? )
(3.21) y=uz T et

Ratkaisut (3.20]) ja (3.21)) ovat lineaarisesti riippumattomia. Siis yleinen rat-

kaisu on

1 1
1 1
(322) + CQZE_I (1+5I+30$2+>, Cl,CQER.

Tutkitaan vield sarjan suppenemista. Koska Ry = Ry = 00, niin (3.22]) sup-
penee, kun 0 < |z| < oo.

3.8 Laplace-muunnos

Maaritelméa 3.8.1. Funktion f : RY — R Laplace-muunnos on
L{f(w)is} = F(s) = [ fla)e ™ da
0

(niilla luvun s (€ R) arvoilla, joilla ko. integraali suppenee).

Huomautus 3.8.1. Jos f(sg) on olemassa, niin f(s) on olemassa aina, kun
s > Sp.

Esimerkki 3.8.1. Jos f(x) = €%, niin

M M

_ 1 M
f(s) = lim [e@e™*dz= lim [e9%dx = lim ela—s)z
M—o0 M—00 a— 8 Moo/
0 0
1 1
- 0-1)= ; s> a.
a—3s s—a

Lause 3.8.1. Oletetaan, etti f on joukossa [0,00) jatkuvasti derivoituva
funktio ja ettd
|f(2)| < Ce™, x>z,

missd C,a,xg ovat ei-negatiivisia vakioita. Silloin

['(s) = sf(s) = f(0), s> o
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Todistus. Osittaisintegroinnilla saadaan

M—oo

M

f'(s) = lim [ f'(x)e*"dx
/

M—ro0

= lim /Me_smf(x) + ye_szsf(x) dx]

M
— lim e~ MF(M) =2 £(0) + s / =5 f(z) dx
0

M—=00 | e —

— s [e @) do - 1(0)
— 5f(s) — f(0).

]

Seuraus 3.8.1. Jos funktiot f®, i =0,1,2,...,k — 1, toteuttavat edellisen
lauseen ehdot, niin

F®(s) = s"f(s) — kf SPTELO(0), s >,

1=0

ja erikoisesti

J7(s) = s"f(s) = sf(0) = f'(0), s> o,
Todistus. Induktiolla O

Lause 3.8.2. Laplace-muunnos on lineaarinen, ts.
(af +bg) = af +bg (a,b e R).
Todistus. Seuraa suoraan madritelmasta. O

Lause 3.8.3. Jos funktiot [ ja g ovat jatkuvia ja jos f =g, niin f = g (tai
f(z) =g(x), kun x> 0).

Todistus. Sivuutetaan. Kyseessd on kuuluisa Lerchin lause, jonka todistus
loytyy kirjallisuudesta. O]

Huomautus 3.8.2. Kun Laplace-muunnosta sovelletaan diff.yhtaléihin, ei
kannattane tutkia Laplace-muunnoksen olemassaoloa. Sen sijaan tarkiste-
taan, onko saatu ratkaisu oikea.

Laplace-muunnos alkuarvotehtivissa, alkuehto pisteessi 0
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Esimerkki 3.8.2. Ratkaistaan alkuarvotehtéava

y+2y=¢", y0)=0.
=b(x)

Laplace-muunnoksella saadaan

—_ - 1
"+ 2 = b(s) =
WA = )= —
_ 1
7 T —
y'(s) + 25(s) P
1
7(s) —y(0) + 2y = —
T() ~ y(0) +27(5) = — =
1
NG -
(+2906) = —
7(s) 1 1 1
s) — — _
Y G+D(Gs+2) (s+1) (s+2)
y = e % — 6—2:1:‘
Esimerkki 3.8.3. Ratkaistaan alkuarvotehtéva
y'—y=0,  y(0)=0, y(0)=1
Laplace-muunnoksella saadaan
W' —y)s) = 0
y'(s)+7(s) = 0
s’(s) = sy(0) —4'(0) = y(s) = 0
(s*+Dyls) = 1
i(s) = 11 1 1 1
YT e 1T 25— 2(s+1)
= 1 v —1 ~% = ginh
y = 3 5¢  =sinhz.

Maaritelma 3.8.2. Funktioiden f ja g konvoluutio f * g on

(F29)@) = [ (= t)g(t)d.

Lause 3.8.4. Konvoluution Laplace-muunnos on

(f % 9)(s) = F(s)g(s).

Todistus. Perustuu 2-kertaisen integraalin ominaisuuksiin.
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Esimerkki 3.8.4. Ratkaistaan alkuarvotehtéava
y'+y=uz, y(0)=y'(0)=0.

Kun otetaan puolittain Laplace-muunnokset, saadaan

Ve =

P 47 =

s*7(s) — 2y(0) — /(0) + y(s) = 312
I R
y(s) - 52 +1 s2

Tasta voidaan jatkaa eri tavoilla.
I tapa: Jaetaan edellisen yhtélon oikea puoli osamurtoihin

T) =~ + 5

s2+1 * $2
ja etsitdan y taulukosta, jolloin saadaan
Yy = —sinx + x.

IT tapa: Sovelletaan konvoluutiota. Silloin

7(s) = L7

2112 f(8)g(s) = (f = g)(s),
jossa f(x) =sinz ja g(x) = z. Néin ollen

y=(f*g)(x /f x—t)g /sm(x t)-tdt = --- (osittaisintegrointi) = z—sin .

3.9 Eulerin yhtalo

Yhtaloa
az®y" + bry + cy = F(x),
missa a, b, ¢ ovat reaalivakioita, sanotaan Eulerin yhtéloksi (tai Cauchyn ja
Eulerin yhtaloksi). Kun = > 0, voidaan merkitd = = €' (ja y(z) = z(t)).
Silloin
y = y@) = 2,
y// — y”(x) — x%(zll<t) _ Z/(t))

ja Eulerin yhtalé muuntuu lineaariseksi vakiokertoimiseksi yhtéaloksi
az"(t) + (b — a)2'(t) + cz(t) = F(e").

(Kun x < 0, merkitdan = = —e'.)
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Esimerkki 3.9.1. Ratkaistaan yhtélo
o2y —2xy' +2y =0, x>0.

Sijoitetaan x = e’ ja merkitadn y(z) = z(t). Silloin
Z(1),
z

(2"(t) = 2'(1)),

y = ) =

i

&ew‘,_.ie [=

joten saadaan yhtalo
2"(t) — 32'(t) + 2z(t) = 0.

Karakteristinen yhtalo on

r?—=3r+2=0
eli
(r—1)(r—2)=0.
Siis
Z(t) = C’let + 0262t,
joten

y(r) = Oz + Cox®.

3.10 Lineaarinen n. kertaluvun diff.yhtalo
Tarkastellaan aluksi homogeenista yhtéaloa
(3.23) ¥ 4+ a1 (2)y™ Y + ax(2)y" P + -+ an_1 (@)Y + an(z)y =0,

missé funktiot a;(z) ovat jatkuvia. Silloin jos ¢1(z), p2(x), ..., on(x) ovat
vhtéalon (3.23)) n lineaarisesti riippumatonta ratkaisua, niin yleinen ratkaisu
on

Yy = 611901(3j + C2¢2($) +- Cnson(x)a 017027 cee 7On e R.

Jos funktiot a;(z) ovat vakioita (merk. a;), niin lineaarisesti riippumattomat
ratkaisut 1 (z), p2(x), ..., ¢,(x) saadaan karakteristisen yhtalon

(3.24) a4 a, =0
juurten avulla. Kirjoitetaan (|3.24]) muodossa
(r—r)™(r—ry)™ - (r—rg™m =0, my +mg+ -+ mg =n,

ts. r; on my-kertainen juuri. Silloin juuret r;, ¢ = 1,2,...,s, antavat lineaa-
risesti riippumattomat ratkaisut seuraavasti:
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Tapaus 1. Kun r; € R, saadaan lineaarisesti riippumattomat ratkaisut

m;—1 _r;x

e oxe e

Tapaus 2. Kun r; = a + ¢ € C. Silloin on olemassa sellainen j # i,
ettd r; = a — i ja m; = m,. Juuret r; ja r; antavat yhdessa lineaarisesti
riippumattomat ratkaisut

e®® cos Bz, xe®® cos fx, ...,z e cos Sz,
e sin Bx, e sin B, ..., 2™ e sin fx.

Esimerkki 3.10.1. Ratkaistaan yhtalo
y® =0.

)

jonka 3-kertainen juuri on r = 0. Siis ratkaisu on

y = C1e% + Coxe + Cya2e™
== Cl + CQ$ + CgiL’Q.

Esimerkki 3.10.2. Ratkaistaan yhtalo
y W2y +y=0.
Sen karakteristinen yhtalo on
rt+2r24+1=0
(r’+1)2=0
(r+4)*(r—1)?=0,
joten r = 44 on 2-kertainen kompleksijuuripari. Siis ratkaisu on

y = C1e" cosxz + Cyze® cosz + Cye’ sinx + Cyxe® sin

= (Chcosx+ Cyxcosx + Csysinx + Cyrsin z.
Tarkastellaan viela lopuksi epahomogeenista yhtaloa
y™ +ay(2)y" Y + ag(2)y" P 4 -+ an 1 (2)Y + an(2)y = b(x).
Sen yleinen ratkaisu on muotoa

y=Cp() +---+Cpn(a)+  P(@)

——
Homog.yht. yl. ratk. vars. yht. jokin ratk.
missa 1 (z), p2(x), ..., @n(x) ovat homogeenisen yhtélon lineaarisesti riippu-

mattomia ratkaisuja.
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Huomautus 3.10.1. Talla kurssilla aq(z),...,a,(z) ovat vakiofunktioita
ja b(z) sellainen funktio, ettd yksityisratkaisun etsimiseen voidaan kayttaa
méaaradmattomien kertoimien menetelmaé.

Esimerkki 3.10.3. Ratkaistaan yhtalo

"

V' Yty +y =1
Homogeenisen yhtélon karakteristinen yhtalo ja sen ratkaisu on

P+ri4+r+1=0
(r+1)(*+1)=0
(r+1)(r—i)(r+i)=0
r=-—1, r=d=4i.

Siis homogeenisen yhtédlon yleinen ratkaisu on
y=Cire "4+ Cycosx + Cysin .

Etsitadn koko yhtalon yksityisratkaisu yritteelld y = A, josta saadaan yksi-
tyisratkaisu y = 1. Koko yhtalon yleinen ratkaisu siis on

y=Cie* 4+ Cycosx+ Cysinz + 1.

3.11 Esimerkkeja sovelluksista

Esimerkki 3.11.1 (Vaimenematon harmoninen vérdhtely). Asetetaan kap-
pale viardhteleméan jousen padhan jousen suuntaan. Oletetaan, ettd mikadn
ulkopuolinen voima ei vaikuta kappaleeseen (ei edes ilmanvastus). Merki-

tdan y:11a kappaleen sijaintia tasapainopisteen suhteen. Silloin F' = —ky eli
ma = —ky, missa k on ns. jousivakio. Ndin saadaan differentiaaliyhtalo
d?y
m—- + ky = 0.
aez Y

Sen ratkaisu on muotoa
y = Asinwt + B cos wt.

Esimerkki 3.11.2 (Virtapiiri). Tarkastellaan milld tavalla vastus, konden-
saattori ja kddmi maaradvat sarjapiirin virran I, kun virta virahtelee sahko-
motorisen voiman pakottamana.

R

1
| I

E(Y @ g L
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Olkoon vastuksen resistanssi R, kdamin induktanssi L, kondensaattorin
kapasitanssi C ja sahkomotorinen voima FE(t). Olkoon alussa kondensaattorin
varaus ¢q ja piirin virta Ij.

Kirchhoffin lain mukaan

dl 1
RI+ L+ 5a— E(t) =0. (1)

Koska I = dg/dt, niin

d’¢ Rdg 1 1
ﬁ"‘f%"’ﬁq_zE(t)a (2)

missa q(0) = qo ja dq/dt|;—o = Io. Virralle I saadaan differentiaaliyhtalo, kun
kaava (1) derivoidaan ajan ¢ suhteen. Silloin saadaan

g Rdg 1 1dEQ)
" Tat et T L ar

missi 1(0) = Iy ja dq/dt|—o = E(0)/L — RIy/L — go/(LC).
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Luku 4

Differentiaaliyhtaloryhmista

Merkitadn
0 1 ai(z) -+ () bi(x)
I L B L BT el BT S
b v, (@) () ()
missé y1,Ys, ..., Y, ovat tuntemattomia funktioita, a;;j(x):t ovat tunnettu-
ja (jatkuvia) reaalifunktioita ja myo6s by (z),ba(x), ..., b,(z) ovat tunnettuja

(jatkuvia) reaalifunktioita. Silloin yht&lo
(4.1) Y' = A(2)Y + B(x)
maarittelee yhtaloryhméan

yi = au(x)yl + -+ aln(x)yn + b1<CL’),
yé = azl(x)yl + -+ a2n($)yn + bg(.’L’),

v = an(@)yr 4 F ann(T)yn + ba().

Itse asiassa kyseessd on lineaarinen 1. kertaluvun diff. yhtaloryhmd. Jos
B(x) on nollavektori, niin yhtdloryhmééa sanotaan homogeeniseksi. Jos funk-
tiot a;;(z) ovat vakiofunktioita, on yhtaloryhmé vakiokertoiminen. Télla kurs-
silla painopiste on vakiokertoimisissa homogeenisissa yhtaloryhmissa.

Edella A on itse asiassa matriisifunktio A : R — R™*", ts. funktion arvot
ovat matriiseja. Vastaavasti B on wvektorifunktio B : R — R", ts. funktion
arvot ovat vektoreita.

Tarkastellaan nyt homogeenisista yhtaloryhmaa

(4.2) Y’ = A(z)Y.

Olkoon C, (1) (vlilld I) jatkuvien vektorifunktioiden avaruus ja C{V (1) (vilil-
14 I) jatkuvasti derivoituvien vektorifunktioiden avaruus. Silloin L : C(V(I) —
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Cn(I), LY =Y' — A(x)Y, on lineaarikuvaus. Yhtaloryhmén (4.2) ratkaisua-
varuus on lineaarikuvauksen L ydin. Voidaan todistaa, ettd sen dimensio on
n. Yhtaloryhméan (4.2)) yleinen ratkaisu on siis

(43) Y201®1($)+02<D2($)++Cn(I)n(l'), Cl,CQ,...,Cn GR,

missa $q(z), Po(x), ..., P,(x) ovat lineaarisesti riippumattomia vektorifunk-
tioita.
Merkitaan
(@)
2
7 (x
Pi(z) = ” ( )
6" ()
ja

o (2) o ()
0P (x) - P (x
M) = (8(2) Dafe) o By = |7 A
M) e o (a)
Matriisia M (z) kutsutaan yhtaloryhmén (4.2)) perusmatriisiksi.

Huomautus 4.0.1. On helppo todeta, ettd yhtaloryhmén (4.2)) yleinen rat-
kaisu on

(4.4) Y = M(z)C, C eR™

Huomautus 4.0.2. Vektorifunktioiden ®4(x), ®o(z),..., P, (z) lineaarinen
riippumattomuus voidaan todistaa osoittamalla (harj.), etta

dxg € I : det M(zg) # 0.

Jatkossa tarkastelemme vakiokertoimisien yhtaloryhmien ratkaisumene-
telmia. Ensin tutustumme homogeenisiin ja sen jélkeen lyhyesti epahomo-
geenisiin yhtéloryhmiin. Vakiokertoimisessa yhtdloryhméssa A(x) = A, ts.
A € R™™ on matriisi.

4.1 Homogeenisen vakiokertoimisen lineaari-
sen yhtaloryhman ratkaisemisesta
Homogeeninen vakiokertoiminen lineaarinen yhtaléryhma on muotoa
Y' = AY

eli muotoa
Yy = auh + -+ A1nYn,
Yo = G211+ -+ G2Yn,

Y, = a1l + o+ AppYn-
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4.1.1 Eliminointimenettely
Ratkaisuperiaate (kun n = 2):

1) Eliminoidaan 1. yhtalosta ys, ts. tehdaédn 1. yhtalosta 2. yhtalon avulla
vain y;:n yhtalo.

2) Ratkaistaan y;.

3) Sen jalkeen yo saadaan 1. yhtdlon avulla.

Esimerkki 4.1.1. Olkoon

;o (3 =2
N

eli
(4.5) Yi = 3y — 2y
(4.6) Yo = 21 — 2ys.
Kayttamalla kaavoja (4.5) ja (4.6) sekd uudelleen kaavaa (4.5)) saadaan
Vi =3y — 205 = 3y — 2(2y1 — 24) = w1 + 20

Siis

Y=y =21 =0

r2—r—2=0 < r=2Vr=-1

Naéin ollen
Y1 = C(1€2z + 026733.

Edelleen kaavan (4.5) mukaan

1 1
Yo = §<3y1 —y)=...= 501629” + 2C5e™".

B 016250 + 026—:1: B eZa: e T
Y= <50162I - 2(]26‘“”) =G (16250 TG (g |-

2

Siis

4.1.2 DMatriisin ominaisarvoista ja ominaisvektoreista

Pykalassa lukijan odotetaan tuntevan matriisialgebran perusteet. Tés-
sé pykaldssd kerrataan lyhyesti matriisin ominaisarvon ja ominaisvektorin
kasitteet.

Olkoon
@11 A1z - Qin
Q21 Qg2 -+ Q2n
A=
Anp1 Ap2 - Ann
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neliomatriisi. Silloin matriisin A ominaisarvot ovat yhtalon

ay — A Q12 ce Q1n
a1 gy — A -+ Qon 0
an1 an2 e Ann — )\

reaaliset juuret. (Kompleksijuurten tapausta ei téassa tarkastella.) Vektori

X1
X2

(e R"\ {0})

on ominaisarvoon A liittyva ominaisvektori, jos

ap;; — A 12 ce A1n X1 0
a21 gy — A -+ Aon X2 0
an1 an2 e Ann — )\ Ty, O

Huomautus 4.1.1. Matriisilla A on korkeintaan n ominaisarvoa.

Huomautus 4.1.2. Eri ominaisarvoihin liittyvat ominaisvektorit ovat line-
aarisesti riippumattomia. (Todistettu opintojaksolla Lineaarialgebra 1B.)

Huomautus 4.1.3. Vektorit

T11 X112 T1n
T21 T22 Ton
, e
Tni Tn2 Lnn

ovat lineaarisesti riippumattomia, jos ja vain jos

X111 T12 o Tin
To1 T2 -+ Ton

£ 0.

Tn1 Tp2 - Tnn

4.1.3 Matriisimenettely
Tarkastellaan diff.yhtaloryhméa

(4.7) Y' = AY,
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missd A on n X n-matriisi. Oletetaan, ettd matriisilla A on n lineaarisesti
riippumatonta ominaisvektoria X1, X, ..., X,. Silloin yhtalon (4.7)) ratkaisu
on

(4.8) Y = O1X1eM 4+ Oy Xo0e™™ 4 .. 4+ C Xe®, O, Cy, ..., 0, €R,

missa A; (€ R) on ominaisvektoria X; vastaava ominaisarvo ja Cy,Cy, ..., C,
ovat vakioita.

Esimerkki 4.1.2. Ratkaistaan diff.yhtdloryhma

1 -1 —1
Y'=AY, A=10 1 3
0 3 1
Ominaisarvot:
1—-—X =1 —1

0 1—A 3 |=0 << A=1Vv =4V I\=-2
0 3 1—A

Ominaisvektorit: Etsitddn 3 lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria. Kos-
ka A:lla on 3 erisuurta ominaisarvoa, saadaan lineaarisesti riippumattomat
ominaisvektorit valitsemalla kutakin ominaisarvoa kohti yksi ominaisvektori.
(Huomaa, etta 0 ei ole ominaisvektori.)

A=1:
0 -1 -1 1 0 —x9— 23 =20
0 O 3 o | =10 <= 3x3 =0
0 3 0 T3 0 3xs = 0.
1
Siis esim.| 0 | on ominaisvektori.
0
A=4:
0 -3 3 ||z]|=[0] <= {32——350
0 3 =3/ \z; 0 L=
2
Siis esim. | 3 | on ominaisvektori.
3
A= -2
3 -1 -1 Ty 0 I
0 3 3 |[ax|=]0 ‘:’{x:x—o
0 3 3/ \u; 0 S



0
Siis esim.| 1 | on ominaisvektori.
-1

Valitut ominaisvektorit

1\ /2 0
ol,[3].]1
o/ \3) \-1

ovat siis lineaarisesti riippumattomia. Ratkaisu on

Y = Clee)‘lx —+ CQXQ@AQw -+ C’nge’\”

1 2 0
= C|0]|e"+Co|3|e™+C5| 1 |e™
0 3 -1

Che® + 205e*
= 3026436 + 0367233
302643: — 6136_227

Esimerkki 4.1.3. Ratkaistaan diff.yhtaloryhma

31 —1
Y'=AY, A=11 3 -1
3 3 -1
Ominaisarvot:
3—A 1 -1

1 3—A -1 |=0 << A=1V =2
3 3 —1-A

Ominaisvektorit: Etsitdadn 3 lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria.

A=1:
2 1 -1\ (n 0 B
1 2 —1||x]|=[0] <= { ? B ?),;;
3 3 —2) \us 0 8ok
1
Siis esim.| 1 | on ominaisvektori.
3
A=2:
1 1 —1 1 0
1 1 -1 ro| =10 g T3 = T + Ta.
3 3 -3 T3 0
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1 0
Siis esim. [0 | ja | 1| ovat ominaisvektoreita.
1 1

Tutkitaan, ovatko valitut ominaisvektorit

1\ /1\ /0
1].]o],|1
3/ \1) 1

lineaarisesti riippumattomia. Koska

11
1 0 1]#£0,
31

— = O

niin ko. vektorit ovat lineaarisesti riippumattomia. Siis ratkaisu on

1 1 0
Y = O |1|e"+C,|0|e** +C3|1]e*
3 1 1
Clex + 026296
= Cre® + Cse®®
3016:6 + CQ€2$ + 03€2$

4.1.4 Laplace-muunnoksen kaytto

Esimerkki 4.1.4.

Yy = 3y1 — 2y, yl(o) =1
Yo =21 — 242, 3(0) = 3

?/73 =31 — 2y

Ys = 2y1 — 2y»

syi(s) = y1(0) = 37i(s) — 23a(s)
sy2(s) — y2(0) = 271 (s) — 272(s)

Ratkaistaan 77(s) ja 72(s). Saadaan (joidenkin laskutoimitusten jalkeen)

. 1
yi(s) = s_9
. 11
72(s) 25—2

Siis

h=e¢
yo = 3€**  (Tarkistus)
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4.2 Epahomogeenisen vakiokertoimisien line-
aarisen yhtialoryhman ratkaisemisesta

4.2.1 Eliminointimenettely

Esimerkki 4.2.1.
I . 3 -2 . T
Y'=AY + B(z), A= (2 _2> , B(x)= <3 z)

eli

(4.9) Vi o= 3y -2+,
(4.10) Yy = 2y — 2ys + 3e”.

Siis yhtédlon (4.9) mukaan

2
Yl =3y, — 2+ 123y, — dyy + dys + 6¢7 + 1

Siis
(4.11) vl — Yy — 2y1 = —6€e” + 2z + 1.
Homogeenisen yhtalon y — y; — 2y; = 0 yleinen ratkaisu on
Yy = Chre % 4+ Cye?®.
Yrite yhtaloa varten on
yp = Ae* + Bx + C.

Saadaan
A=3, B=-1, C=0.

Yhtélon (4.11]) ratkaisu on
Y = Cre " 4+ Che® + 3e” — x.

Edelleen yhtalon (4.9) mukaan
1 /
Yo = 5(3% +x =)

1 1
= 2Ce "+ 50262‘70 +3e" —x + 3"
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4.2.2 DMatriisimenetelma ja yrite
(6 =3 e’
el e (9)
, (6 =3
y _(2 1)Y

yleinen ratkaisu saadaan (esim.) matriisimenettelylld. Se on

Y =C,; G) ¥ + Cy (2) e*. (Totea!)

Esimerkki 4.2.2.

1. Homogeeniyhtélon

2. Yksityisratkaisu etsitddn yritteelld. Koska B(z) on muotoa

- (3)- () )

niin valitaan yriteeksi

bx
_(a)\ s c\ _[ae™ +c
r= (e )= ()

Sijoitetaan yhtaloon tamé (1). Silloin

5ae’® (6 —1 ae®® + ¢ n e’
5be®* ) \2 1 be>* + d 4 )’

josta saadaan (joidenkin laskutoimitusten jalkeen)
Siis

3. Yleinen ratkaisu on

1\ s, 3\ L. (257 —1
Y201<1>63 +02<2>€4+<65z+2>.

4.2.3 Laplace-muunnoksen kaytto

Esimerkki 4.2.3. Yhtaloryhma
, [—3 =5 2 (1
(P () o)
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tarkoittaa, etté

vy = =3y — Sy +2, 41(0) =
Yy =vy1 +y2+ 1, ?/2(0) 0.

Otetaan puolittain Laplace-muunnokset, jolloin saadaan
{ Y = (=3y1 — 52 +2),
Yo = (y1 +y2 +1).

Laplace-muunnoksen ominaisuuksien nojalla

{ s7i(s) — y1(0) = —37(s) — 57a(s) + 2,
s72(s) — y2(0) = 7i(s) + 72(s) + +.

Ratkaistaan 71(s) ja 7z2(s), jolloin saadaan

- _ 7 S
{ vi(s)=—5:+5 (9(s+1+)1 + 7(s+1) ] ) )

—_ _ 51 1 s+1 1
pals) = 31— 5 (5 + ¢

s+1)2+1

Katsotaan kdanteismuunnokset taulukosta, jolloin saadaan ratkaisu

Yy = —% + % (9e " cosx + Te *sinx),
g — % (be™*cosx + e Psinx).

(Tarkistus!)

4.3 Esimerkki sovelluksesta

Esimerkki 4.3.1. Tarkastellaan kappaleen liiketta xy-tasossa. Silloin no-
peuden z- ja y-komponentit ovat

va(t) = 2'(t), (1) = y'(%).
Oletetaan, ettéd v,(t) ja v,(t) ovat muotoa

ve(t) = ax(t) +by(t),

vy(t) = ca(t) +dy(t).

Silloin kappaleen liikeradan parametriesitys saadaan ratkaisemalla differen-
tiaaliyhtaloryhma

x(t) /_ a b\ (z(t) z(0)\ (=
y(t) c d)\yt))" \w(0) Yo
Mitké ovat kiihtyvyyden z- ja y-komponentit? Miten yhtdld muuttuu,

jos tarkastellaan liiketta xyz-avaruudessa? Mikéa on kappaleen liikerata, kun
a=d=1,b=c=0,jakuna=d=0,b=c=17
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